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А.В. Боженюк, И.А. Дубчак, О.В. Косенко 

ПРИМЕНЕНИЕ НЕЧЕТКОГО МЕТОДА TOPSIS ДЛЯ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИНТАКСИЧЕСКИ НЕЗАВИСИМЫХ 

ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  

Неопределенные и неточные данные типичны для многокритериальных задач, поэтому тео-

рия нечетких множеств является адекватным инструментом для их решения. Цель данной рабо-

ты – применить метод TOPSIS в нечеткой среде с использованием синтаксически независимых 

лингвистических переменных. Из-за частого появления нечетких понятий в данных для принятия 

решений, четких значений недостаточно для моделирования реальных ситуаций. В предлагаемом 

подходе оценка каждой альтернативы и вес каждого критерия выражаются синтаксически не-

зависимыми лингвистическими переменными, произвольные значения которых определяются через 
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семантику базовых терминов. Рассматривается подход к вычислению произвольных (не базовых) 

значений лингвистических переменных, используемых экспертом. Базовые значения используемых 

синтаксически независимых лингвистических переменных задаются треугольными нечеткими 

числами. Предлагаемый подход хорошо подходит для решения задачи группового принятия реше-

ний в нечеткой среде, когда эксперт или группа экспертов не связана ограниченным количеством 

нечетких оценок. Здесь в качестве весовых коэффициентов важности критериев и оценки каче-

ственных критериев рассматриваются нечеткие переменные, которые являются значениями 

синтаксически независимых лингвистических переменных «важность критерия» и «оценка по 

критерию». В работе предлагается использовать метод центра тяжести для вычисления рас-

стояния между двумя треугольными нечеткими числами. В соответствии с концепцией нечетко-

го TOPSIS определяется коэффициент близости для определения порядка ранжирования всех аль-

тернатив путем вычисления расстояний до нечеткого положительного идеального решения (PIS) 

и до нечеткого отрицательного идеального решения (NIS). В работе также приводится пример 

для иллюстрации предлагаемого подхода. 

Многокритериальное принятие решений; нечеткое множество; нечеткое число; лингвисти-

ческая переменная; треугольное нечеткое число; нечеткий метод TOPSIS; положительное иде-

альное решение (PIS); отрицательное идеальное решение (NIS). 

A.V. Bozhenyuk, I.A. Dubchak, O.V. Kosenko 

APPLICATION OF TOPSIS FUZZY METHOD FOR DECISION MAKING USING 

SYNTACTICALLY INDEPENDENT LINGUISTIC VARIABLES 

Uncertain and imprecise data are typical for multicriteria problems, making fuzzy set theory an 

adequate tool for their solution. The objective of this paper is to apply the TOPSIS method in a fuzzy envi-

ronment using syntactically independent linguistic variables. Due to the frequent occurrence of fuzzy con-

cepts in decision-making data, crisp values are insufficient for modelling real-world situations. In the 

proposed approach, the evaluation of each alternative and the weight of each criterion are expressed by 

syntactically independent linguistic variables, whose arbitrary values are determined through the seman-

tics of the base terms. An approach to calculating arbitrary (non-base) values of linguistic variables used 

by an expert is considered. The base values of the syntactically independent linguistic variables used are 

specified by triangular fuzzy numbers. The proposed approach is well suited for solving group decision-

making problems in a fuzzy environment, where an expert or group of experts is not constrained by a lim-

ited number of fuzzy assessments. Here, fuzzy variables representing the values of the syntactically inde-

pendent linguistic variables "criterion importance" and "criterion score" are considered as weighting 

coefficients for criterion importance and evaluation of qualitative criteria. The paper proposes using the 

centre of gravity method to calculate the distance between two triangular fuzzy numbers. In accordance 

with the fuzzy TOPSIS concept, a proximity coefficient is defined to determine the ranking order of all 

alternatives by calculating the distances to the fuzzy positive ideal solution (PIS) and the fuzzy negative 

ideal solution (NIS). An example is provided to illustrate the proposed approach. 

Multicriteria decision making, fuzzy set, fuzzy number, triangular fuzzy number, linguistic variable, 

fuzzy TOPSIS method, positive ideal solution (PIS), negative ideal solution (NIS). 

Введение. Принятие решений – это процесс поиска наилучшего варианта из всех 

возможных альтернатив. Практически во всех таких задачах повсеместно присутствует 

множество критериев для оценки альтернатив. То есть, для многих таких задач лицо, 

принимающее решения (ЛПР), хочет решить задачу многокритериального принятия ре-

шений (МКПР). Задача МКПР может быть кратко выражена в матричном виде как: 

  

              
  

   
  

 

   

   

   

   

 
 

   

    
   

 
   

 
 

 
   

 
  

                

Здесь   ,   ,…,    – возможные альтернативы, из которых ЛПР, должен выбрать, 

   ,    ,…,     – критерии, по которым измеряется эффективность альтернатив, 

    – оценка альтернативы    относительно критерия    ;    – вес критерия    . 
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В классических методах МКПР оценки и веса критериев известны точно [1–3]. 

Один из известных классических методов решения является метод TOPSIS [2]. Данный 

метод опирается на идею, согласно которой наилучшая альтернатива должна характери-

зоваться минимальным удалением от положительного идеального решения (PIS) и мак-

симальным удалением от отрицательного идеального решения (NIS). В классической 

версии TOPSIS показатели эффективности и весовые коэффициенты критериев пред-

ставляются в виде точных числовых значений. Однако во многих практических ситуаци-

ях использование четких данных оказывается недостаточным для адекватного описания 

реальных условий. Поскольку человеческие суждения, в том числе предпочтения, по сво-

ей природе нечетки, и люди не всегда могут выразить свои предпочтения точным чис-

лом, более обоснованным с практической точки зрения является применение лингвисти-

ческих оценок вместо числовых значений. Иными словами, предполагается, что оценки 

альтернатив и веса критериев в задаче задаются с помощью лингвистических перемен-

ных [4–7]. В работах [8–10] концепция TOPSIS была расширена для разработки методо-

логии МКПР в нечеткой среде. Учитывая нечеткость данных решения, ЛПР использует 

значения лингвистических переменных для оценки весов всех критериев и оценок каж-

дой альтернативы относительно каждого критерия. В результате получается нечеткая 

матрица решений и далее – взвешенная нормализованная нечеткая матрица. При этом 

ЛПР использует ограниченное, заранее определенное множество значений лингвистиче-

ских переменных. Согласно логике метода TOPSIS, сначала формируются нечеткое по-

ложительное идеальное решение (FPIS) и нечеткое отрицательное идеальное решение 

(FNIS). Далее в настоящей работе предлагается использовать метод вершин для расчета 

расстояния между двумя треугольными нечеткими оценками. После этого для каждой 

альтернативы вычисляются расстояния до FPIS и FNIS, а также коэффициент близости, 

на основе которого производится ранжирование всех альтернатив. Чем выше значение 

коэффициента близости, тем ближе альтернатива к FPIS и дальше от FNIS одновременно. 

В данной работе для оценки весов всех критериев и оценок каждой альтернативы 

относительно каждого критерия предлагается использовать синтаксически независимые 

лингвистические переменные, что позволяет более адекватно описывать нечеткость экс-

пертных параметров. 

Для разработки метода TOPSIS на основе синтаксически независимых лингвистиче-

ских переменных данная статья организована следующим образом. Во втором разделе 

представлены основные определения и обозначения нечеткого числа и лингвистической 

переменной. В разделе 3 представлен метод TOPSIS в контексте синтаксически незави-

симых лингвистических переменных. Затем предложенный метод иллюстрируется при-

мером. В заключение приводятся некоторые выводы. 

1. Основные понятия и определения. Рассмотрим основные определения нечетких 

множеств согласно [5, 6, 11–14], которые будут использоваться в данной статье. 

Определение 1. Нечеткое множество    в универсальном множестве X характеризу-

ется функцией принадлежности       , которая сопоставляет каждому элементу    

действительное число из интервала [0, 1]. Значение функции        называется степенью 

принадлежности x к    [13]. 

Определение 2. Нечеткое множество    универсального множества X является вы-

пуклым тогда и только тогда, когда для всех x1, x2 X выполняется: 

                                     

где параметр [0,1].  

Определение 3. Нечеткое множество    универсального множества X называется 

нормальным нечетким множеством, если                . 
Определение 4. Нечеткое число – это нечеткое подмножество на универсальном 

множестве X, которое является одновременно выпуклым и нормальным.  

Определение 5. Треугольное нечеткое число    есть тройка                 , функция 

принадлежности        которой определяется как [11]: 
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Определение 6. Трапециевидное нечеткое число    может быть определено четвер-

кой                     , определяемая функцией принадлежности: 

       

 
 
 

 
 

 
     

       

         

             

     

       

 

             
         

  

Здесь                . 

Очевидно, что треугольные нечеткие числа являются частными случаями трапецие-

видных нечетких чисел, у которых        . 

Определение 7. Матрица    называется нечеткой матрицей, если хотя бы один эле-

мент в    является нечетким числом [10]. 

Определение 8. Нечеткой переменной [5] называется тройка          . Здесь 

  – наименование нечеткой переменной;   – область ее определения;                  – 

нечеткое множество с функцией принадлежности     на  , описывающее ограничения на 

возможные значения нечеткой переменной  . 

Определение 9. Лингвистическая переменная – это переменная, значения которой 

являются лингвистическими терминами [6]. Формально лингвистической переменной 

называется пятерка    T,X,G,M  . Здесь   – наименование лингвистической перемен-

ной;   – множество ее значений (терм-множество), представляющих собой наименования 

нечетких переменных. Множество   называется базовым терм-множеством лингвистиче-

ской переменной; G – синтаксическая процедура (грамматика), позволяющая генериро-

вать новые термы. Множество           называется расширенным терм-

множеством лингвистической переменной; М – семантическая процедура, позволяющая 

превратить каждое новое значение лингвистической переменной, образуемое процедурой 

G, в нечеткую переменную, иными словами, приписать ему семантику путем формиро-

вания соответствующего нечеткого множества. 

Лингвистические переменные, у которых процедура образования новых значений G 

определяется указанным выше способом, были названы синтаксически зависимыми [15]. 

Наряду с ними существует класс лингвистических переменных, у которых процедура 

образования новых значений зависит не от множества базовых значений Т, а от области 

определения Х, т. е. G=G(X). Такие лингвистические переменные в работе [15] были на-

званы синтаксически независимыми. 

2. Определение значений синтаксически независимой лингвистической пере-

менной. Пусть на числовой оси X заданы базовые значения синтаксически независимой 

лингвистической переменной  , у которой базовое терм-множество   есть семейство 

положительных нечетких треугольных чисел. Обозначим через    – «примерно   » и 

   – «примерно   » – два соседних треугольных нечетких числа из терм-множества  , со-

ответственно                  и                  таких, что     
     

. 

Обозначим через    
      

          
          

    
      

          
          

 их ле-

вые и правые разбросы. 
Пусть «примерно   » – произвольное (не входящее в  ) значение лингвистической 

переменной  , с функцией принадлежности        в виде нечеткого треугольного числа 

                . При этом выполняется         
     

. Обозначим через    
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. Для определения значений     и     в работе [15] был предложен подход, 

согласно которому чем ближе значение     
 к     и дальше от    , тем значения    

  и    
  

ближе к значениям    
  и    

  и дальше от значений    
  и    

  соответственно: 

   
  

       

        

   
     

       

        

    
 ;       

  
       

        

   
     

       

        

    
 .        (1) 

Тогда         
    

  и            
 . Это схематично показано на рис. 1: 

 

Рис. 1. Определение треугольной функции принадлежности        

Эта же методика используется и для вычисления левой и правой границ нечетких 
трапециевидных чисел:  

Пусть                     ,                      – два неотрицательных трапецеи-
дальных нечетких числа, являющиеся соседними базовыми значениями синтаксически 

независимой лингвистической переменной  . Обозначим через    
      

          
  

        
    

      
          

          
.   

Пусть                      –произвольное значение лингвистической переменной  , с 
функцией принадлежности       , и при этом выполняются неравенства:             и 

           . Тогда значения    
      

     и    
          

 вычисляются аналогично, как 

и для треугольных нечетких чисел: 

   
  

        

       
   

     
        

       
    

 ;       
  

        

        

   
     

        

        

    
 . 

3. Определение расстояний между нечеткими числами. Существует множество 
функций измерения расстояния между нечеткими числами [16]. Рассмотрим метод изме-
рения расстояния на основе центра тяжести [17, 18]. Центр тяжести     трапециевидно-
го нечеткого числа                      определится следующим образом [19]: 

                                                                          (2) 

где 

    
 

 
                 

             

                   
                                 (3) 

    
 

 
   

       

                   
                                                 (4) 

Следствие 1. Для любого треугольного нечеткого числа                  как частный 
случай трапециевидного нечеткого числа, у которого         его центр тяжести можно 
определить как: 

    
 

 
                                                                   (5) 

    
 

 
                                                                   (6) 

Пусть                     ,                      – два трапецеидальных нечетких 

числа. Обозначим через     
     

         
     

   – их левые и правые разбросы, через          , 
           – их центры тяжести. Тогда мера расстояния между двумя указанными трапе-
цеидальными нечеткими числами определяется как [17]: 

                                     
     

       
     

                           (7) 
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Следствие 2. Пусть                  и                  – два треугольных нечетких 
числа, тогда 

                           
     

       
     

                                     (8) 

4. Предложенный подход. В этом разделе предлагается подход к расширению не-
четкого метода TOPSIS с использованием синтаксически независимых лингвистических 
переменных. Этот подход хорошо подходит для решения задачи группового принятия 
решений в нечеткой среде, когда эксперт или группа экспертов не связана ограниченным 
количеством нечетких оценок. Здесь в качестве весовых коэффициентов важности крите-
риев и оценки качественных критериев рассматриваются нечеткие переменные, которые 
являются значениями синтаксически независимых лингвистических переменных 
   – «важность критерия» и    – «оценка по критерию».  

Весовые коэффициенты важности каждого критерия можно получить либо путем 
прямого присвоения, либо косвенно с помощью попарных сравнений [20]. Здесь предла-
гается, чтобы лица, принимающие решения, использовали лингвистические переменные 
(показанные в табл. 1 и 2) для оценки важности критериев и рейтингов альтернатив отно-
сительно различных критериев. 

Лицам, принимающим решения, часто бывает сложно присвоить точную оценку 
альтернативе по рассматриваемым критериям. В этой ситуации задача нечеткого много-
критериального принятия решений может быть выражена в матричном виде следующим 
образом: 

   

              
  

   
  

 

    

    

    

    

 
 

    

     
    

 
    

 
 

 
    

 
  

                    

Здесь     
  и    

  – произвольные значения (базовые и/или не базовые) лингвистиче-

ских переменных, вычисляемые рассмотренным выше способом. В дальнейшем будем 

считать, что они описываются треугольными нечеткими числами:     
                и 

   
               . 

Применим линейное масштабирование для преобразования различных шкал крите-
риев в сопоставимую шкалу. Таким образом получаем нормализованную нечеткую мат-
рицу решений: 

                                                                      (9) 

В работах [8, 10] элементы матрицы    предложено определять следующим образом. 
Пусть B и C – это подмножества критериев выгоды и критериев затрат соответственно, 
тогда: 

      
   

  
  

   

  
  

   

  
                                                          (10) 

 

      
  

 

   
 
  

 

   
 
  

 

   
                                                         (11) 

 

Здесь   
          если     , а   

          если     . 

Учитывая различную важность каждого критерия, строится взвешенная нормализо-
ванная нечеткая матрица решений следующим образом: 

                        
                                               (12) 

Здесь операция   для треугольных нечетких чисел    
           ) и    

           ) 
определяется как [9]:    

    
                 ). 

Согласно взвешенной нормализованной нечеткой матрице решений, элементы      

являются нормализованными треугольными нечеткими числами. Тогда можно опреде-
лить нечеткое положительно-идеальное решение    и нечеткое отрицательно-идеальное 
решение    как: 
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                                     (13) 

где согласно [8, 9] величины     
                   и     

                  , j=1,2,…, n, 

Расстояние каждой альтернативы от    и    рассчитывается как: 

  
          

 
       

                                                              (14) 

  
          

 
       

                                                       (15) 

Для определения порядка ранжирования всех альтернатив после вычисления   
  и 

  
  каждой альтернативы Ai (i=1, 2, …, m) определяется коэффициент близости каждой 

альтернативы: 

    
  

 

  
    

                                                              (17) 

В итоге алгоритм нечеткого многокритериального принятия решений методом 

TOPSIS с использованием синтаксически независимых лингвистических переменных 

будет иметь вид: 

Шаг 1: Определяются базовые значений синтаксически независимых лингвистиче-

ских переменных критериев оценки. 

Шаг 2: Задается семантика базовых значений синтаксически независимых лингвис-

тических переменных для весовых коэффициентов важности критериев и лингвистиче-

ских оценок альтернатив относительно критериев. 

Шаг 3: Задаются нечеткие веса     
   критериев {Crj} и нечеткие оценки      

   аль-

тернатив по соответствующим критериям (                       ); вычисляются 

семантики используемых (не базовых) значений     
   и      

  . 

Шаг 4: Строится нечеткая матрица решений. 

Шаг 5: Строится нормализованная нечеткая матрица решений. 

Шаг 6: Строится взвешенная нормализованная нечеткая матрица решений. 

Шаг 7: Определяется нечеткое положительно-идеальное решение    и нечеткое от-

рицательно-идеальное решение   . 

Шаг 8: Вычисляется расстояние каждой альтернативы от    и    соответственно. 

Шаг 9: Вычисляется коэффициент близости каждой альтернативы. 

Шаг 10: Все альтернативы ранжируются в порядке уменьшения коэффициента 

близости. 

5. Числовой пример: выбор перевозчика для транспортно-логистической ком-

пании. Торговая компания (заказчик) проводит тендер на выбор логистического опера-

тора (перевозчика) для доставки товаров по стране на следующий год. Здесь альтернати-

вами (  ) и критериями выбора (   ) являются соответственно: 

A1 – Перевозчик №1; 

A2 – Перевозчик №2; 

A3 – Перевозчик №3. 

Cr1 – тариф (стоимость перевозки); 

Cr2 – время доставки (скорость); 

Cr3 – финансовая стабильность; 

Cr4 – качество сервиса (сохранность груза, информирование). 

На шаге 1 были определены базовые значения переменных    – «важность крите-

рия» и    – «оценка по критерию», задаваемые на множествах          и           
соответственно. В качестве базовых значений переменной    были выбраны значения 

«малая», «средняя», «большая» – {             }; а переменной    – «плохая», «удовле-

творительная», «хорошая», «отличная» – {                }.  

На шаге 2 была определена семантика (значения треугольных нечетких чисел) базо-

вых значений переменных    и   , приведенная в табл. 1 и 2. 
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Таблица 1 

Семантика базовых значений переменной    

             

    – «малая» 
    – «средняя» 
    – «большая» 

                

                   

                 

Таблица 2 

Семантика базовых значений переменной    

             

    – «плохая» 
    – «удовлетворительная» 

    – «хорошая» 
    – «отличная» 

            

           

           

              

Здесь соответствующие параметры крайних базовых значений (            ) выходят за 
пределы областей определения          и          . Это сделано искусственно для того, 
чтобы в дальнейшем корректно вычислялись параметры произвольных значений    и   . 

На шаге 3 была определена матрица    нечетких оценок и вектор весов    крите-
риев {Crj}:  

    

            
  

  

  

 
               

               

                
 

                             

Вычисляем семантику используемых не базовых значений переменных    и   : 

Так для нечеткого числа      определяем левый и правый разбросы: 

     
  

         

          

     
     

         

          

    
  

     

      
       

   

    
    =0.34;         

       
  0.34. 

Получаем:                     . 
Аналогично находим параметры для остальных нечетких треугольных чисел: 

                    ,                    ,                 ,                    
                                  

На шаге 4 матрица    и вектор весов    примут вид: 

     

                                                                            
  

  

  

 

                                                                    

                                                                   

                                                                   
 
  

                                                                  

Учитывая, что критерии     и     являются критериями затрат, а критерии     и     – 
критериями выгоды, на шаге 5 определяем значения   

         
         

        
         

Нормализованная нечеткая матрица решений примет вид: 

    

                                                                                             
  

  

  

 

                                                                     

                                                                    

                                                                       
 
  

На шаге 6 определяем взвешенную нормализованную нечеткую матрицу решений: 
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На шаге 7 определяем нечеткое положительно-идеальное решение    и нечеткое от-

рицательно-идеальное решение   : 

                                                                         

                                                                          

На шаге 8 вычисляем расстояние каждой альтернативы от    и    соответственно. 

Используя выражение (8), получаем: 

   
         

       
 

 
                                     

                        ; 

   
         

       
 

 
                                     

                        ; 

   
         

      ;    
         

       ; 

   
         

       ;    
         

      ; 

   
         

       ;    
         

      ; 

   
         

      ;    
         

       ; 

   
         

       ;    
         

       ; 

   
         

      ;    
         

       ; 

   
         

      ;    
         

       ; 

   
         

       ;    
         

      ; 

   
         

       ;    
         

      ; 

   
         

       ;    
         

      ; 

   
         

       ;    
         

          

На шаге 9 вычисляем коэффициент близости каждой альтернативы: 

  
      

  
           

      
  

            
      

  
            

      
  

           

  
      

  
              

      
  

           

Откуда, коэффициент близости каждой альтернативы будет равен: 

    
  

 

  
    

   
    

         
       

    
  

 

  
    

   
    

         
      

    
  

 

  
    

   
    

         
       

На шаге 10 согласно коэффициенту близости, порядок ранжирования трех вариан-

тов следующий: A2≻A3≻A1. Очевидно, что лучшим выбором является вариант A2. Вари-

ант A2 лучше, чем A3, но оба значительно лучше варианта A1. 

Заключение. Неопределенные и неточные данные характерны для многокритери-

альных задач, и поэтому теория нечетких множеств является адекватным инструментом 

для их решения. В данной работе предложен подход использования синтаксически неза-

висимых лингвистических переменных в процедуре TOPSIS для решения задачи много-

критериального принятия решений в нечеткой среде. 

Хотя предложенный в данной статье метод иллюстрируется на примере задачи вы-

бора перевозчика для транспортно-логистической компании, он также может быть приме-

нен к таким задачам, как выбор информационных проектов, персонального отбора, выбор 

наилучшего пути и многим другим областям принятия управленческих решений [21]. 
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