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Раздел II. Анализ данных и моделирование 
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С.Г. Буланов 

КОМПЬЮТЕРНО-ОРИЕНТИРОВАННЫЙ ПОДХОД К АНАЛИЗУ 

УСТОЙЧИВОСТИ ПО ЛЯПУНОВУ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ 

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Разрабатывается подход к анализу устойчивости по Ляпунову систем нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Подход основан на векторных мультиплика-

тивных преобразованиях разностных схем численного интегрирования при ограничениях 

общего вида. В ходе преобразований величина возмущения решения определяется в виде 

бесконечного векторного произведения умноженного на возмущение начальных данных. 

Следовательно, бесконечное векторное произведение определяет характер устойчивости 

системы. Отсюда следуют критерии устойчивости и асимптотической устойчивости 

нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений в мультипликативной 

форме. Математическая конструкция критериев влечет возможность их программной 

реализации, что служит основой компьютеризации анализа устойчивости по Ляпунову. 

Необходимая в процессе программной реализации замена бесконечного векторного произ-

ведения на конечное произведение, сохраняет достоверность анализа устойчивости по 

предложенным критериям. Далее конструируются разновидности критериев устойчиво-

сти в аддитивной и логарифмической форме эквивалентные ранее полученным критериям. 

При дополнительных ограничениях строятся критерии устойчивости по характеру пове-

дения правой части нелинейной системы ОДУ и ее производных. Представлен программ-

ный и численный эксперимент по анализу устойчивости систем нелинейных ОДУ на основе 

полученных критериев. Эксперимент сводится к оценке величины из левой части критери-

ев. Ее ограниченное изменение соответствует устойчивости, монотонное стремление к 

нулю характеризует асимптотическую устойчивость, неограниченный рост является 

признаком неустойчивости. По результатам эксперимента однозначно установлен харак-

тер устойчивости исследуемых систем. Предложенный подход дает возможность на 

практике выполнить анализ устойчивости по Ляпунову нелинейной системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений в режиме реального времени. 

Устойчивость по Ляпунову; компьютерный анализ устойчивости; численное модели-

рование устойчивости. 

S.G. Bulanov 

A COMPUTER-ORIENTED APPROACH TO THE ANALYSIS  

OF THE LYAPUNOV STABILITY OF NONLINEAR SYSTEMS OF ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

An approach to the analysis of Lyapunov stability of systems of nonlinear ordinary differen-

tial equations is developed. The approach is based on vector multiplicative transformations of 

numerical integration difference schemes under general constraints. In the course of transfor-

mations, the magnitude of the perturbation of the solution is determined as an infinite vector prod-

uct multiplied by the perturbation of the initial data. Consequently, the infinite vector product 

determines the nature of the stability of the system. This implies criteria for stability and asymptot-

ic stability of a nonlinear system of ordinary differential equations in multiplicative form.  



Раздел II. Анализ данных и моделирование 

127 

 

The mathematical construction of the criteria entails the possibility of their software implementation, 

which serves as the basis for computerization of the stability analysis according to Lyapunov. The 

replacement of an infinite vector product by a finite product, which is necessary in the process of 

software implementation, preserves the reliability of the stability analysis according to the proposed 

criteria. Further, varieties of stability criteria are constructed in additive and logarithmic form, 

equivalent to the previously obtained criteria. Under additional restrictions, stability criteria are 

constructed according to the nature of the behavior of the right side of the nonlinear system of ODEs 

and its derivatives. A software and numerical experiment is presented to analyze the stability of sys-

tems of nonlinear ODEs based on the obtained criteria. The experiment is reduced to estimating the 

value from the left side of the criteria. Its limited change corresponds to stability, the monotonous 

tendency to zero characterizes asymptotic stability, and unlimited growth is a sign of instability. Ac-

cording to the results of the experiment, the nature of the stability of the systems under study was 

unambiguously established. The proposed approach makes it possible in practice to perform a 

Lyapunov stability analysis of a nonlinear system of ordinary differential equations in real time. 

Lyapunov stability; computer stability analysis; numerical modeling of stability. 

Введение. Анализ устойчивости по Ляпунову систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (ОДУ) необходимо выполнять в различных областях со-

временной науки и техники [1–3]. В частности такая задача возникает при модели-

ровании и анализе устойчивости нелинейных динамических систем с логическими 

регуляторами. Для ее решения применяют подходы, базирующиеся на развитии 

метода функций Ляпунова, дивергентного, спектрального-бифуркационного мето-

да, на представлении нелинейных систем с помощью ТС-моделей. Указанные ме-

тоды позволяют получить конструктивные условия устойчивости и стабилизации 

некоторых классов управляемых систем [4]. Один из современных подходов к ана-

лизу устойчивости связан с предложением ввести понятие ключевая математиче-

ская модель. Данный подход позволяет с единой точки зрения рассматривать 

свойства устойчивости моделей, описываемых обыкновенными дифференциаль-

ными уравнениями, дифференциальными уравнениями с запаздыванием, стохас-

тическими дифференциальными уравнениями, дифференциальными включениями, 

нечеткими дифференциальными уравнениями. На этой основе получены теоремы 

о взаимосвязи устойчивости решений уравнений различных типов [5]. 

Традиционно анализ устойчивости систем ОДУ выполняется на основе мето-

дов качественной теории [6–8]. Между тем необходимость выполнять анализ ус-

тойчивости в режиме реального времени возникает при решении задач сверхопе-

ративного управления, что возможно только средствами вычислительной техники 

[9, 10]. Это влечет необходимость разработки критериев устойчивости систем не-

линейных ОДУ допускающих компьютерную реализацию. 

В статье разрабатывается комплекс критериев устойчивости систем нелиней-

ных ОДУ. Первоначально в условиях общего вида конструируются критерии ус-

тойчивости на основе преобразования разностных схем численного интегрирова-

ния. В дальнейшем требуется получить разновидности критерии устойчивости в 

аддитивной и логарифмической форме. Кроме того при дополнительных ограни-

чениях необходимо сформулировать критерии устойчивости в зависимости от по-

ведения правой части системы ОДУ и ее производных. Форма конструируемых 

критериев должна допускать программную реализацию, по результатам которой 

можно сделать однозначный вывод о характере устойчивости исследуемой систе-

мы в режиме реального времени. 

Описание метода. Рассматривается задача Коши для нелинейной системы 

ОДУ 

),( YtF
dt

dY
 , 00 )( YtY  ,                                     (1) 
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где функция ),( YtF  определена, непрерывна и непрерывно дифференцируема по 

t  в области }0,
~

:)(,)(
~

;{: 000  YYtYtYttR . Предполагается, 

что для (1) в области R  выполнены все условия существования и единственности 

решения и функция ),( YtF  определена, непрерывна и непрерывно дифференци-

руема по t , компоненты этой функции удовлетворяют неравенству 

kkkk yyLYtfYtf ~)
~

,(),(  , constL , ),[ 0  tt , ),( Yt , 

RYt )
~

,( , nk ,1 . 

На произвольном промежутке ],[ 0 tt  решение системы (1) в форме метода 

Эйлера с остаточным членом на каждом шаге имеет вид: 

ikiikikik qYtfhyy  ),()1(  nk ,1 , 

где ikq  – остаточные члены формулы Тейлора для k -й компоненты решения. 

Значение ),[ 0  tt  является произвольно фиксированным, при этом индекс 

i  неограниченно растет одновременно с убыванием равномерного шага:  

constt , 1 itt , )1/()( 01   itth i , ,1,0i  

Точное значение величины возмущения определяется из соотношения 
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Рекуррентное преобразования (2) влечет соотношение 
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В рассматриваемых условиях 0lim )( 


k

i
i

L , ,),[ 0  tt nk ,1  [11]. 

Следовательно, для ),[ 0  tt  выполняется соотношение 
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смысл которого в том, что для произвольного t  величина возмущения равна бес-

конечному векторному произведению, умноженному на возмущение начальных 

данных. На этой основе критерии устойчивости и асимптотической устойчивости 

имеют вид [12, 13] 
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Так как для   ,0tt  согласно (3) 



 




i

kk

kkk

i
i yy

tyty
Dh

0 00

)(

~
)()(~

)1(lim



 

то критерии (4), (5) можно представить в эквивалентной форме 
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Форма критериев (4)–(7) влечет возможность компьютерной реализации по 

ходу приближенного решения системы ОДУ. Для повышения достоверности ана-

лиза устойчивости целесообразно использовать методы Рунге-Кутта 4-го, Батчера 

6-го, Дормана-Принса 8-го порядка. 

Критерии (4)–(7) сводятся к аддитивной и логарифмической форме на основе 

следующего преобразования под знаком предела в (3) 
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 . В результате 

величина возмущения решения системы (1) определяется из соотношения 
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Соответственно критерии устойчивости и асимптотической устойчивости 

преобразуются к аддитивной форме [14, 15]: 

,~lim 2
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)( cDh
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Выражение в левой части аддитивных критериев – предел интегральной сум-

мы, элементами которой являются дискретные функции 

))()(~(/)),()
~

,(()()( tytyYtfYtftD kkkk

k  , nk ,1 . 

Следовательно, выражения аддитивных критериев включают определенные 

интегралы, и критерии можно сформулировать в интегральной форме. 
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В переменной )()( tD k
 числитель является производной возмущения реше-

ния и делится на само возмущение, следовательно существует первообразная: 
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Соответственно критерии (8) (9) примут вид: 

2

00

~

)()(~
)()(~

ln c
tyty

tyty

kk

kk





, const~

2 c , ),[ 0  tt , nk ,1 . 






 )()(~
)()(~

lnlim
00 tyty

tyty

kk

kk

t

 nk ,1 . 

Далее приводится вывод критериев устойчивости по характеру поведения 

правой части нелинейной системы ОДУ и ее производных. Дополнительно пред-

полагается существование и непрерывность в R  второй производной решения 

системы (1) и выполнение для ),( YtF   аналога условия Липшица: 

)
~

,(),()
~

,(),( 1 YtfYtfLYtfYtf kkkk  , const1 L , ),[ 0  tt , 
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Кроме того, предполагается что δ1  , такое что 
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или следующее неравенство, из которого следует (10) 
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При выполнении данных ограничений для устойчивости решения системы 

(1) достаточно существование δ0, 22  , такого что 
200

~
:)(

~
 YYtY  

выполняется неравенство 
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Для асимптотической устойчивости решения системы (1) достаточно, чтобы 

решение было устойчиво и существовало 23  , такое что 
300

~
YY  влечет 
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Критерии устойчивости (11), (12) можно сформулировать в следующей экви-

валентной форме. Для устойчивости решения системы (1) достаточно существова-

ние δ0, 22  , такого что 
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Для асимптотической устойчивости достаточно, чтобы решение было устой-

чиво и существовало 23  , такое что 300
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Если 
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 YYtY  дополнительно потребовать выполнение нера-
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то критерии (11)–(14) будут необходимыми и достаточными условиями устойчи-

вости и асимптотической устойчивости. 

Неравенство (15) можно преобразовать к виду 
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Выполнение последнего соотношения при 0),()
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 возможно 
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Предложенный подход допускает конструировать критерии устойчивости 

для производных правой части системы (1) произвольного порядка 2 , если 

эти производные существуют. В этом случае критерии устойчивости и асимптоти-

ческой устойчивости примут вид 
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Полученные критерии будут необходимыми и достаточными условиями ус-

тойчивости и асимптотической устойчивости при ограничении 
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При этом дополнительно потребуется выполнение для ),()1( YtF 
 аналога 

условия Липшица. При переходе к первообразным критерии устойчивости и асим-

птотической устойчивости примут вид 
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Получены критерии устойчивости по характеру поведения правой части сис-

темы и ее производных. По аналогии с предыдущими критериями, они ориентиро-

ваны на компьютерную реализацию и должны однозначно определять характер 

устойчивости исследуемой системы по ходу ее приближенного решения. 

Численный и программный эксперимент. Эксперимент проводился с по-

мощью ПК на базе процессора Intel(R) Core(TM) i5-4460 в среде программирова-

ния Delphi. На основе программ, реализующих конструкцию критериев (6), (13), 

(16) выполняется анализ устойчивости нелинейных систем ОДУ. Для каждого 

уравнения исследуемой системы вычисляется значение выражения из левой части 

критериев (6), (13), (16) и находится векторная норма. По поведению значений 

нормы делается вывод о характере устойчивости исследуемой системы [16]. Огра-

ниченное изменение соответствует устойчивости, монотонное стремление к нулю 

характеризует асимптотическую устойчивость, неограниченный рост является 

признаком неустойчивости. Приближенные значения возмущенного и невозму-

щенного решения, входящие в конструкцию критериев (6), (13), (16) находятся с 

помощью метода Рунге–Кутта 4-го порядка. Для повышения достоверности анали-

за устойчивости приближенные значения решения, входящие в конструкцию кри-

териев, целесообразно находить на основе кусочно-интерполяционной аппрокси-

мации полиномами Ньютона и Лагранжа, преобразованными к форме с числовыми 

коэффициентами [17]. 
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Пример 1. Исследуется на устойчивость решение системы 

2

2

2

121 yyyy  , 
2

2

2

112 yyyy  .                           (17) 

Известно, что общее решение системы имеет вид )(cos 2111 ctccy  , 

)(sin 2112 ctccy  . Нулевое решение системы (17) устойчиво, все остальные 

решения неустойчивы [18]. 

Первоначально исследуется нулевое решение системы (17). Компьютерный 

анализ устойчивости выполняется на промежутке ]10,0[ 4  при значении шага 

разностной схемы 310 . Начальные значения компонент возмущенного решения 
5

10 10~ y , 5

20 102~ y . Результаты анализа устойчивости представлены в табл. 1. 

Во второй строке результаты анализа по критерию (6), в третьей строке по крите-

рию (13), в четвертой по критерию (16). 

Таблица 1 

Результаты анализа устойчивости нулевого решения системы (17) 

t 10
3
 2×10

3
 3×10

3
 4×10

3
 5×10

3
 

norma1 1.011 1.021 1.031 1.041 1.049 

norma2 1.011 1.021 1.031 1.041 1.049 

norma3 1.011 1.021 1.031 1.041 1.049 

t 6×10
3
 7×10

3
 8×10

3
 9×10

3
 10

4
 

norma1 1.057 1.065 1.073 1.079 1.085 

norma2 1.057 1.065 1.073 1.079 1.085 

norma3 1.057 1.065 1.073 1.079 1.085 

Значения нормы тождественно равны по трем критериям и ограничены кон-

стантой, что свидетельствует об устойчивости нулевого решения системы (17). 

Далее выполняется анализ устойчивости ненулевого решения системы (17) –

01.02010  yy , величина возмущения начальных данных 
510 . 

Таблица 2 

Результаты анализа устойчивости ненулевого решения системы (17) 

t 10
3
 2×10

3
 3×10

3
 4×10

3
 5×10

3
 

norma1 14,989 28,631 42,986 58,297 73,921 

norma2 8,001 14,827 21,477 28,673 36,491 

norma3 5,671 8,681 14,663 18,798 23,173 

t 6×10
3
 7×10

3
 8×10

3
 9×10

3
 10

4
 

norma1 89,849 106,075 122,591 139,388 156,460 

norma2 44,462 52,582 60,846 69,252 77,794 

norma3 29,333 31,185 40,265 38,682 51,573 

Наблюдается монотонный рост значений нормы по всем критериям, что сви-

детельствует о неустойчивости. Время работы программы при анализе нулевого 

решения 5.1  с., ненулевого 3  с. Полученные результаты анализа устойчивости 

системы (17) находятся в полном соответствии с представленными в [18]. 

Пример 2. Исследуется на устойчивость нулевое решение системы  
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Общее решение в аналитическом виде записывается следующим образом: 

tce

t
y

2
1

1

cos


 ,  

tce

t
y

2
2

1

sin


 . 

Нулевое решение этой системы асимптотически устойчиво справа [19]. Ком-

пьютерный анализ устойчивости выполняется при численном значении величины 

возмущения и шага из примера 1. 

Таблица 3 

Результаты анализа устойчивости нулевого решения системы (18) 

t 10
3
 2×10

3
 3×10

3
 4×10

3
 5×10

3
 

norma1 5,539×10
-435

 5,739×10
-869

 1,849×10
-1303

 7,114×10
-1738

 7,179×10
-2172

 

norma2 1,544×10
-434

 6,242×10
-869

 1,371×10
-1303

 1,845×10
-1737

 9,466×10
-2172

 

norma3 5,539×10
-435

 5,739×10
-869

 1,849×10
-1303

 7,114×10
-1738

 7,179×10
-2172

 

t 6×10
3
 7×10

3
 8×10

3
 9×10

3
 10

4
 

norma1 3,009×10
-2606

 9,684×10
-3041

 8,505×10
-3475

 4,516×10
-3909

 1,254×10
-4343

 

norma2 1,789×10
-2606

 2,068×10
-3040

 1,348×10
-3474

 2,367×10
-3909

 2,122×10
-4343

 

norma3 3,009×10
-2606

 9,684×10
-3041

 8,505×10
-3475

 4,516×10
-3909

 1,254×10
-4343

 

Монотонное убывание значений нормы к нулю по трем критериям свиде-

тельствует об асимптотической устойчивости нулевого решения системы (18). 

Таким образом, результаты анализа устойчивости по представленным крите-

риям находятся в полном соответствии с теоретическими оценками устойчивости. 

Предложенный подход целесообразно применять наряду с другими методами, до-

пускающими компьютерную реализацию [20–22]. 

Заключение. Представлены критерии устойчивости и асимптотической ус-

тойчивости систем нелинейных ОДУ в виде необходимых и достаточных условий. 

Первоначально критерии получены при ограничениях общего вида на основе ре-

куррентных преобразований разностных схем численного интегрирования. Далее с 

помощью эквивалентных преобразований критерии преобразуются в аддитивную 

и логарифмическую форму. При дополнительных ограничениях конструируются 

критерии по характеру поведения правой части нелинейной системы ОДУ и ее 

производных. Форма критериев влечет возможность их программной реализации. 

Критерии инвариантны относительно правой части системы, разностных схем 

приближенного решения системы, длины промежутка и шага решения. Выполнена 

программная реализация критериев и на ее основе проведен анализ систем нели-

нейных ОДУ с априори известным характером устойчивости. Результаты числен-

ного эксперимента позволили достоверно установить характер устойчивости ис-

следуемых систем в режиме реального времени и оказались в полном соответствии 

с ожидаемыми. В целом предложенный подход может стать основой для компью-

теризации анализа устойчивости систем нелинейных ОДУ. 
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АВТОМАТИЗИРОВАННОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 

РЕСУРСОСБЕРЕГАЮЩЕГО РАСКРОЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  

РЕСУРС-СТОИМОСТНОГО ПОКАЗАТЕЛЯ 

Применяемые программы и САПР по раскрою различных материалов эффективны в 
условиях единичного и многономенклатурного мелкосерийного производства с применением 
группового метода раскроя на заготовки произвольной геометрической формы. При рас-
крое листового и рулонного металлопроката в условиях крупносерийного и массового про-
изводства, характеризующегося индивидуальным раскроем на одноименные заготовки, 
созданные программы имеют ограниченное применение. Для автоматизированного раскроя 
в условиях такого производства необходима адаптация применяемых или создание новых 
систем и программ с применением современных подходов и новой схемы проектирования 
раскроя на основе использования нового показателя эффективности раскроя с минимиза-
цией себестоимости выпускаемой продукции, ведения расчета для деталей одной группы 
(по марке и толщине), что позволит рационально подбирать отходы на другие детали 
данной группы. Для решения поставленной задачи предложена и рассмотрена в статье 
новая модель оптимизации гильотинного раскроя с минимизацией затрат на металл и 
снижением себестоимости раскройных изделий. Для реализации автоматизированного 
проектирования раскроя в зависимости от нового ресурс-стоимостного показателя (РСП) 
и управления информацией о подетальном раскрое металла в ходе проведенных авторами 
исследований разработана база данных «Кластер деталей «ПРОМ-2013»» и программа 
«ПРОМ-2013», позволяющая произвести оценку эффективности раскроя по РСП и вы-
брать оптимальный вариант. На примере детали «Панель боковины» показаны эффек-
тивность разработанного алгоритма и этапы автоматизированного проектирования 
оптимального раскроя на основе показателя РСП с формированием выходных документов 
«карт раскроя материалов». 

Оптимальный раскрой; ресурс-стоимостной показатель; база данных; программа 
оптимизации раскроя. 
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