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И.Л. Щербов 

ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОВ ПРОВЕРКИ ЗНАЧИМОСТИ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ СГЛАЖИВАЮЩЕГО ПОЛИНОМА 

Целю работы является исследование процедуры проверки значимости коэффициен-
тов сглаживающего полинома на основе критериев проверки статистических гипотез с 
целью формирования вектора коэффициентов сглаживающего полинома. Исследовались 
разработанные методы нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией степени 
сглаживавшего полинома с оптимизацией структуры сглаживающего полинома. Исследо-
вание проводилось путём имитационного моделирования значения вторичных координат, 
которые по формулам простых методов, пересчитывались в первичные координаты с 
учетом местоположения и типа измерительных средств. Затем к полученным значениям 
первичных координат прибавлялись значения ошибок измерений, распределенных по нор-
мальному закону. Полученные таким образом первичные данные измерений подвергались 
нелинейному адаптивному сглаживанию. Формирование вектора коэффициентов сглажи-
вающего полинома осуществлялось на основе критериев проверки статистических гипотез 
в следующей последовательности: формирование по данным измерений соответствующей 
статистики; сравнение этой статистики с пороговым уровнем, зависящим от довери-
тельной вероятности и числа степеней свободы; принятие решения о включении данного 
компонента в состав полинома. Формирование вектора коэффициентов сглаживающего 
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полинома осуществлялось на основе критерия Фишера. По результатам исследования 
можно сделать следующие выводы: методы нелинейного адаптивного сглаживания с оп-
тимизацией структуры сглаживающего полинома превосходят по показателям качества и 
эффективности метод с оптимизацией степени сглаживающего полинома; метод нели-
нейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры сглаживающего полинома 
Структура   превосходит по показателям качества и эффективности метод с оптимиза-
цией структуры сглаживающего полинома Структура 2; наибольшие значения выигрыша в 
качестве и эффективности для всех исследуемых методов достигаются в средней части в 
пределах 3/5 интервала сглаживания; для всех исследуемых методов показатели качества 
и эффективности снижаются на краях интервала сглаживания. 

Метод проверки значимости коэффициентов сглаживающего полинома; критерии 
проверки статистических гипотез; метод Фишера, показатели качества и эффективности. 

I.L. Shcherbov 

RESEARCH OF METHODS FOR EXAMINATION OF THE SIGNIFICANCE 

OF THE SMOOTHING POLYNOMIAL COEFFICIENTS 

The aim of the work is to study the procedure for checking the significance of the coeffi-
cients of the smoothing polynomial based on the criteria for testing statistical hypotheses in order 
to form a vector of coefficients of the smoothing polynomial. The developed methods of nonlinear 
adaptive smoothing with optimization of the degree of the smoothing polynomial with optimization 
of the structure of the smoothing polynomial were studied. The study was carried out by simulating 
the value of secondary coordinates, which, according to the formulas of simple methods, were 
converted into primary coordinates, taking into account the location and type of measuring in-
struments. Then, the values of measurement errors distributed according to the normal law were 
added to the obtained values of the primary coordinates. The primary measurement data thus ob-
tained were subjected to nonlinear adaptive smoothing. The formation of the coefficient vector of 
the smoothing polynomial was carried out on the basis of the criteria for testing statistical hypoth-
eses in the following sequence: formation of the corresponding statistics according to the meas-
urement data; comparison of these statistics with a threshold level depending on the confidence 
level and the number of degrees of freedom; making a decision on the inclusion of this component 
in the polynomial. The formation of the coefficient vector of the smoothing polynomial was carried 
out on the basis of the Fisher criterion. Based on the results of the study, the following conclusions 
can be drawn: methods of nonlinear adaptive smoothing with optimization of the structure of the 
smoothing polynomial are superior in terms of quality and efficiency to the method with optimiza-
tion of the degree of the smoothing polynomial; the method of non-linear adaptive smoothing with 
optimization of the structure of the smoothing polynomial Structure 1 is superior in terms of quali-
ty and efficiency to the method with optimization of the structure of the smoothing polynomial 
Structure 2; The greatest gains in quality and efficiency for all the studied methods are achieved in 
the middle part within 3/5 of the smoothing interval; for all the studied methods, the quality and 
efficiency indicators decrease at the edges of the smoothing interval. 

Method for examination of the significance of smoothing polynomial coefficients; criteria 
for testing statistical hypotheses; Fisher's method; quality and efficiency indicators. 

Введение. В работах [1–5], с целью повышения точности и достоверности 
определения вторичных координат пространственного положения летательного 
аппарата (ЛА) были разработаны и исследованы структуры линейно независимых 
и Λ-ортогональных базисных функций (Λ-ОБФ) на основе которых был разрабо-
тан алгоритм адаптивного нелинейного сглаживания данных многопараметриче-
ских измерений. 

В общем виде алгоритм адаптивного нелинейного сглаживания данных тра-
екторных измерений предусматривает: 

 нахождение начального приближения вектора оценок коэффициентов 
сглаживающего полинома; 

 определение максимально правдоподобной оценки (МПО) вектора коэф-

фициентов сглаживающего полинома; 
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 проверку значимости коэффициентов сглаживающего полинома на основе 
критериев проверки статистических гипотез с целью формирования вектора коэф-

фициентов сглаживающего полинома; 

 вычисление и вывод на печать сглаженных значений вторичных коорди-
нат положения ЛА. 

Первый и второй этап работы алгоритма адаптивного нелинейного сглажива-

ния данных траекторных измерений: порядок нахождения начального приближе-

ния и МПО вектора оценок коэффициентов сглаживающего полинома был деталь-

но исследован в работах [1–3, 5]. 

Целью данной работы является исследование процедуры проверки значимо-

сти коэффициентов сглаживающего полинома на основе критериев проверки ста-

тистических гипотез с целью формирования вектора коэффициентов сглаживаю-

щего полинома. 

Постановка задачи. Исследуются следующие разработанные методы про-

верки значимости коэффициентов сглаживающего полинома, применяемые в ал-

горитме адаптивного нелинейного сглаживания данных траекторных измерений: 

 нелинейное адаптивное сглаживание с оптимизацией степени сглаживав-
шего полинома; 

 нелинейное адаптивное сглаживание с оптимизацией структуры сглажи-
вающего полинома. 

При этом метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией 

структуры сглаживающего полинома предусматривает два варианта. Назовем их 

Структура 1 и Структура 2. 

Исследование методов проверки значимости коэффициентов сглаживающего 

полинома проведем на примере полинома 5 степени. 

Из работ [1–3, 5] следует, что вектор коэффициентов сглаживающего поли-

нома имеют следующий вид: 

210
...

210
...

020100 m
a

m
a

m
a

k
a

k
a

k
aaaaTA  ,                         (1) 

где 

akl – коэффициенты сглаживающего полинома; 

l=0, 1, 2; 

m – степень сглаживающего полинома. 

Как видно из (1), вектор коэффициентов сглаживающего полинома представ-

ляет собой тройки элементов akl. Условно вектор коэффициентов сглаживающего 

полинома представим следующим образом (рис. 1). 

а00 а01 а02 a10 a11 a12 a20 a21 a22 a30 a31 a32 a40 a41 a42 a50 a51 a52 

Тройка 0 

степени 

Тройка 1 

степени 

Тройка 2 

степени 

Тройка 3 

степени 

Тройка 4 

степени 

Тройка 5 

степени 

Рис.  . Вектор коэффициентов сглаживающего полинома 5 степени 

Далее рассмотрим более детально разработанные методы. 

Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией степени 

сглаживавшего полинома. Сущность этого метода состоит в том, что проверка 

значимости коэффициентов сглаживающего полинома начинается с последней 

тройки элементов вектора коэффициентов сглаживающего полинома и заканчива-

ется при условии, когда значение хотя бы одного элемента из тройки элементов 

превышает пороговый уровень (рис. 2). 
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а00 а01 а02 a10 a11 a12 a20 a21 a22 a30 a31 a32 a40 a41 a42 0 0 0 
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степени 
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степени 

Тройка 3 
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Тройка 4 
степени 

Тройка 5 
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Рис. 2. Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией степени 
сглаживавшего полинома 

В этом случае данный элемент и все предшествующие ему тройки элементов 
считаются значимыми и принимаются равными по значению оценкам соответст-
вующих элементов (тройки 0, 1, 2, 3, 4 степени). Все последующие элементы счи-
таются не значимыми и принимаются равными нулю (тройка 5 степени). 

Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структу-
ры сглаживающего полинома (Структура 1). Сущность этого метода состоит в 
том, что проводится проверка значимости всех коэффициентов сглаживающего 
полинома начиная с последней тройки элементов (рис. 3). 

а00 а01 а02 a10 a11 0 0 a21 0 a30 0 0 a40 0 0 0 0 a52 

Тройка 0 
степени 

Тройка 1 
степени 

Тройка 2 
степени 
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степени 

Тройка 5 
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Рис. 3. Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией 
стструктуры сглаживавшего полинома (Структура  ) 

Если внутри проверяемой тройки элементов их значение превышает установ-
ленный пороговый уровень, то эта тройка элементов остается в составе вектора без 
изменений (тройка 0 степени). Если внутри тройки проверяемый элемент превы-
шает по значению пороговый уровень, то он остается в составе вектора коэффици-
ентов сглаживающего полинома, а те элементы, значения которых ниже установ-
ленного порогового уровня, приравниваются к нулю (тройки 1, 2, 3, 4, 5 степени). 
Процесс проверки значений элементов продолжается до тех пор, пока в составе 
очередной проверяемой тройки элементов, значения двух элементов не окажутся 
выше установленного порогового уровня (тройка 1 степени). 

Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры 
сглаживающего полинома (Структура 2). Сущность этого метода состоит в том, 
что, как и в методе Структура 1 проводится проверка значимости всех коэффициен-
тов сглаживающего полинома начиная с последней тройки элементов (рис. 4). 

а00 а01 а02 a10 a11 a12 0 а21 0 a30 0 a32 0 0 0 a50 0 a52 
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степени 
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Тройка 5 
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Рис. 4. Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры 
сглаживавшего полинома (Структура 2) 

Если внутри проверяемой тройки элементов их значение превышает установ-
ленный пороговый уровень, то эта тройка элементов остается в составе вектора без 
изменений (тройки 0, 1 степени). Если внутри тройки проверяемый элемент пре-
вышает по значению пороговый уровень, то он остается в составе вектора коэф-
фициентов сглаживающего полинома, а те элементы, значения которых ниже ус-
тановленного порогового уровня, приравниваются к нулю (тройки 2, 3, 4, 5 степе-
ни). Процесс проверки значений элементов продолжается до тех пор, пока в соста-
ве очередной проверяемой тройки элементов, значения всех трёх элементов не 
окажутся выше установленного порогового уровня (тройка 1 степени). Все пред-
шествующие элементы вектора считаются значимыми и принимаются равными 
оценкам соответствующих коэффициентов сглаживающего полинома. 
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Из работ [1, 3, 5, 6] известно, что применение Λ-ОБФ в алгоритме нелиней-

ного сглаживания приводит к независимым оценкам коэффициентов сглаживаю-

щего полинома и некоррелированности их ошибок. Это позволяет, по аналогии с 

линейным адаптивным сглаживанием, решать задачу оптимизации степени или 

структуры сглаживающего полинома и при нелинейном сглаживании путём обна-

ружения того или иного элемента в составе вектора оценок коэффициентов сгла-

живающего полинома. При этом следует иметь в виду, что при нелинейном сгла-

живании данных многопараметрических измерений в векторе коэффициентов 

сглаживающего полинома при той же его степени (порядке) будет в три раза 

больше элементов, чем при линейном сглаживании. Это следует из структуры век-

тора коэффициентов сглаживающего полинома, позволяющего совместно описы-

вать сразу все три координатные составляющие вектора вторичных параметров 

положения ЛА. 

Как уже говорилось выше и изложено в работах [1, 3, 5, 6], использование  

Λ-ОБФ позволяет существенно упростить адаптивный алгоритм, так как при под-

готовке и проверке новой гипотезы нет необходимости пересоставлять и повторно 

решать систему уравнений. Данный вывод распространяется и на нелинейное 

сглаживание, так как в алгоритме нелинейного сглаживания линеаризация и по-

строение Λ-ОБФ производится на каждом шаге приближения к максимально прав-

доподобной оценке положения ЛА в пространстве [7]. 

В связи с вышеизложенным, при обработке стохастических траекторий, воз-

никает необходимость в применении критериев проверки статистических гипотез, 

не требующих полной априорной информации о характере траекторий. Такими 

критериями и методами проверки статистических гипотез о наличии или отсутст-

вии того или иного коэффициента в составе вектора оценок коэффициентов сгла-

живающего полинома могут быть [8–15]: критерий минимума смещения, Фишера, 

Стьюдента, Пирсона, Лапласа-Гаусса, сохраняющие работоспособность при огра-

ниченной априорной информации. Это обстоятельство имеет важное значение при 

стохастической траектории движения ЛА. В этом случае в качестве априорной 

информации выступает максимально возможная степень сглаживающего полино-

ма, предположение о нормальном законе распределения оценок коэффициентов 

сглаживающего полинома и дисперсия быстро флуктуирующих ошибок измере-

ний. Данные ограничения не являются сильными, так как из-за инерционности 

движения ЛА всегда можно указать такую степень (не очень большую), при кото-

рой выполняется условие        , (где    – оптимальная степень сглаживающе-

го полинома;      – максимально возможная степень сглаживающего полинома). 

Нормальность распределения оценок коэффициентов сглаживающего полинома 

обоснована ранее в работах [1, 3, 12, 13]. Что же касается дисперсии быстро флук-

туирующих ошибок измерений, то в ряде методов (минимума смещения, Фишера, 

Стьюдента) она и не требуется, так как вместо нее используется оценка дисперсии 

[3, 9, 10, 16]. Различие методов проверки статистических гипотез состоит в ис-

пользовании различных статистик, дисперсий ошибок или их оценок и примене-

нии различных критериев оптимальности, сводящихся, в основном, к минимиза-

ции вероятности ложного не обнаружения коэффициента при заданной вероятно-

сти ложного его обнаружения (заданной доверительной вероятности). 

Общими для всех методов проверки статистических гипотез являются [3]: 

 формирование по данным измерений соответствующей статистики; 

 сравнение этой статистики с пороговым уровнем, зависящим от довери-
тельной вероятности и числа степеней свободы; 

 принятие решения о включении данного компонента в состав полинома. 
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Нелинейное сглаживание, в ходе которого автоматически определяется оп-

тимальная степень или структура полинома, будем называть адаптивным нелиней-

ным сглаживанием, поскольку при этом не только параметры, но и структура ал-

горитма сглаживания автоматически приспосабливается к стохастической форме 

траектории. Оптимальной степенью сглаживающего полинома считается структу-

ра вектора коэффициентов сглаживавшего полинома, в которую включены все 

элементы вектора до последнего значения, которые больше порога и в которой все 

компоненты незначимо отличные от нуля, заменены нулями [1, 3]. 

На базе работ [3, 17] исследовались перечисленные выше критерии опти-

мальности. Предпочтение отдается критерию Фишера, как более экономичному 

при определении статистики (нет операции извлечения корня). 

Метод Фишера основан на критерии Фишера. В этом методе рассматривается 

статистика [3, 18]: 

     
  
  
 

    
  

                                                            (2) 

представляющая отношение квадрата оценки коэффициента полинома к оценке 

его дисперсии (где χ=0, 1, 2; k = 0, …, mmax). 

Причем   
  
   и     

  

 , входящие в состав (2), есть независимые случайные вели-

чины, распределенные по законам χ
2
 с одной и V степенями свободы. Благодаря то-

му, что в алгоритме нелинейного сглаживания совместно реализуется пространст-

венная и временная избыточность данных измерений, а оценка каждого коэффици-

ента сглаживающего полинома находится по всему ряду измерений на интервале 

сглаживания, степень свободы будет определяться через весь ряд измерений, то есть 

                                                       (3) 

где  N – количество обрабатываемых первичных координат; 

n –число точек на интервале сглаживания; 

mmax – максимально возможная степень сглаживающего полинома. 

Следовательно, отношение (2) является случайной величиной, распределен-

ной по закону Фишера со степенями свободы 1 и V. 

При        статистика (2) распределена по закону Фишера с параметром 

нецентральности равным нулю. Эта статистика с заданной доверительной вероят-

ностью не превзойдет порогового уровня       , определяемого с учетом заданного 
уровня α значимости (вероятности ложного обнаружения α = 1 – P). Сравнивая 

статистику      с пороговым уровнем       , можно осуществить проверку гипотезы 
о равенстве нулю коэффициента    . При этом, если действительно       , то с 

доверительной вероятностью P = 1 – α  будет осуществлено правильное необнару-

жение коэффициента или с вероятностью α – ложное его обнаружение. 

Если       , то получим множество распределений Фишера с параметрами 

нецентральности, не равным нулю. В этом случае сравнение статистики      с тем 

же пороговым уровнем        с вероятностью β приводит к ложному необнаруже-

нию коэффициента и с вероятностью (1 – β) – к правильному его обнаружению. 

Вероятность (1 – β) называют мощностью критерия [3]. 

Экспериментальная часть. Учитывая вышеизложенное, проведем сравни-

тельную оценку исследуемых методов. Исследование проводилось путём имита-

ционного моделирования. Моделировались значения вторичных координат, кото-

рые по формулам простых методов [1], пересчитывались в первичные координаты 

с учетом местоположения и типа измерительных средств. Затем к полученным 

значениям первичных координат прибавлялись значения ошибок измерений, рас-
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пределенных по нормальному закону. Полученные таким образом первичные дан-

ные измерений подвергались нелинейному адаптивному сглаживанию и идеаль-

ному сглаживанию. В качестве идеального (по точности и эффективности) сгла-

живания применялось нелинейное сглаживание методом наименьших квадратов 

при точно известной до обработки структуре полинома. 

В ходе исследований определялись средние показатели качества и эффектив-

ности метода. Под показателем качества Wij  будем понимать выигрыш в точности, 

который представляет собой отношение среднеквадратической ошибки в i-ой точке 

j-траектории до и после сглаживания. Показатель эффективности μi определяет от-

ношение приращения точности в i-ой точке j-траектории при сглаживании иссле-

дуемым методом к приращению точности при идеальном сглаживании. Более де-

тально условия и порядок проведения эксперимента отображены в работах [19–22]. 

Результаты исследования сведены в табл. 1. Показатель эффективности при 

идеальном сглаживании μ = 1. 

Таблица 1 

Показатели качества и эффективности исследуемых методов сглаживания 

Кол-во точек  

на интервале  

сглаживания 

Показатели качества и эффективности  

при оптимизации: ИС 

степени структуры 1 структуры 2 

ᴡ μ ᴡ μ ᴡ μ ᴡ 

25 По интервалу 3,35 0,95 3,45 0,97 3,44 0,97 3,74 

На 3/5 интервала 3,67 0,96 3,76 0,97 3,76 0,97 4,08 

На концах интервала 1,68 0,87 1,75 0,92 1,74 0,92 1,86 

21 По интервалу 3,13 0,95 3,20 0,97 3,21 0,97 3,46 

На 3/5 интервала 3,44 0,96 3,51 0,97 3,52 0,97 3,82 

На концах интервала 1,71 0,90 1,76 0,94 1,75 0,93 1,85 

17 По интервалу 2,63 0,92 2,73 0,94 2,68 0,93 3,00 

На 3/5 интервала 2,91 0,94 3,02 0,96 2,97 0,95 3,29 

На концах интервала 1,58 0,86 1,60 0,88 1,58 0,87 1,73 

13 По интервалу 2,35 0,91 2,41 0,92 2,36 0,90 2,69 

На 3/5 интервала 2,64 0,93 2,72 0,94 2,65 0,93 3,10 

На концах интервала 1,57 0,90 1,58 0,90 1,54 0,85 1,66 

9 По интервалу 2,06 0,93 2,17 0,97 2,09 0,94 2,21 

На 3/5 интервала 2,35 0,95 2,45 0,97 2,34 0,94 2,50 

На концах интервала 1,52 0,96 1,53 0,98 1,49 0,91 1,54 

Координаты РЛС: 1. X=0, Y=0, Z=0;           СКОR=40 м, СКОα=7
ʹ
, СКОβ=7

ʹ
 

                              2. X=0, Y=0, Z=7000;      СКОR=40 м, СКОα=7
ʹ
, СКОβ=7

ʹ
 

По результатам исследования можно сделать следующие выводы. 

1. Методы нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры 

сглаживающего полинома превосходят по показателям качества и эффективности 

метод с оптимизацией степени сглаживающего полинома. 

2. Метод нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры 

сглаживающего полинома Структура 1 превосходит по показателям качества и эффек-

тивности метод с оптимизацией структуры сглаживающего полинома Структура 2. 

3. Наибольшие значения выигрыша в качестве и эффективности для всех иссле-

дуемых методов достигаются в средней части в пределах 3/5 интервала сглаживания. 

4. Для всех исследуемых методов показатели качества и эффективности сни-

жаются на краях интервала сглаживания. 
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Заключение. Проведено исследование разработанных методов нелинейного 
адаптивного сглаживания с оптимизацией степени сглаживавшего полинома и с оп-
тимизацией структуры сглаживающего полинома (Структура 1 и Структура 2). Ис-
следование проводилось путём имитационного моделирования. В исследуемых ме-
тодах формирование вектора коэффициентов сглаживающего полинома осуществ-
лялось на основе критериев Фишера в следующей последовательности: формирова-
ние по данным измерений соответствующей статистики; сравнение этой статистики 
с пороговым уровнем, зависящим от доверительной вероятности и числа степеней 
свободы; принятие решения о включении данного компонента в состав полинома. 

По результатам исследования можно сделать следующие выводы: методы 
нелинейного адаптивного сглаживания с оптимизацией структуры сглаживающего 
полинома превосходят по показателям качества и эффективности метод с оптими-
зацией степени сглаживающего полинома; метод нелинейного адаптивного сгла-
живания с оптимизацией структуры сглаживающего полинома Структура 1 пре-
восходит по показателям качества и эффективности метод с оптимизацией струк-
туры сглаживающего полинома Структура 2; наибольшие значения выигрыша в 
качестве и эффективности для всех исследуемых методов достигаются в средней 
части в пределах 3/5 интервала сглаживания; для всех исследуемых методов пока-
затели качества и эффективности снижаются на краях интервала сглаживания. 
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