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 АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ПРИВЕДЕННОГО ПОЛИНОМИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ  

Приводится алгоритм, основанный на применении непрерывных дробей, для нахож-

дения нулей полинома n-й степени. В настоящее время существует большое разнообразие 

методов и алгоритмов для решения задач подобного типа; отличительной особенностью 

предлагаемого алгоритма является возможность его эффективного использования при 

достаточно больших значениях n, кроме того, данный алгоритм применим в случае нали-

чия комплексных корней. Любое действительное число можно представить в виде конеч-

ной или бесконечной непрерывной цепной дроби. Основное назначение цепных дробей со-

стоит в том, что они дают малую погрешность при приближенных вычислениях дейст-

вительных чисел в виде обыкновенных дробей при решении алгебраических уравнений и сис-

тем. Целью нашей работы является применение разработанного алгоритма для решения 

полиномиальных уравнений, содержащих не только действительные, но и комплексные 

корни, с помощью непрерывных дробей; оценка числа арифметических шагов при его чис-

ленном решении. В статье приводятся аналитические выражения для решения полиноми-

ального уравнения; полученные аналитические выражения представляют собой отношение 

определителей Теплица. Отличительной особенностью данных определителей является 

наличие в качестве диагональных элементов коэффициентов решаемого алгебраического 

уравнения. Для получения численного решения использован модифицированный алгоритм 

Рутисхаузера. Комплексные корни при решении уравнения могут быть найдены с помощью 

алгоритма для суммирования непрерывных дробей. В статье приводятся в качестве иллю-

страции предлагаемого алгоритма результаты численного решения полиномиального урав-

нения пятой степени. Преимуществом алгоритма является малое количество затрачивае-

мых арифметических операций, возможность рассмотрения полиномов высокой степени, 

малая погрешность вычислений.  

Модифицированный алгоритм Рутисхаузера; непрерывные дроби; алгоритм сумми-

рования расходящихся непрерывных дробей; определители Теплица; r/φ-алгоритм. 
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ALGORITHM OF THE REDUCED POLYNOMIAL EQUATIONS SOLUTION 

USING CONTINUED FRACTIONS 

The article presents an algorithm where continued fractions are used to find the zeros of nth 
degree polynomial. Our day there is a wide variety of methods and algorithms for solving such 
type problems. The proposed algorithm feature is its effective possibility using for large values of 
n. Besides this algorithm can be applied for complex roots. Any real number can be represented as 
a continued fraction: finite or infinite. The main purpose of continuous fractions is that they allow 
us to find good approximations of real numbers in the ordinary fractions form in algebraic equa-
tions and systems solution. The purpose of this work is algorithm with continued fractions for solv-
ing reduced polynomial equation that contains both real and complex roots, estimation of the 
number of arithmetic steps in its numerical solution. The analytical expressions for polynomial 
equation solutions are given in this paper. The obtained analytical expressions represent the ratio 
of the Toeplitz determinants. A distinctive feature of these determinants is the presence of coeffi-
cients of the solved algebraic equation as diagonal elements. A modified Rutishauser algorithm 
was used to obtain a numerical solution. Complex roots can be found using the summation algo-
rithm of divergent continued fractions. As an illustration of the proposed algorithm the results of 
the numerical solution for fifth degree polynomial equation are given. The advantage of the algo-
rithm is the small number of arithmetic operations required, the possibility of considering high-
degree polynomials, and the small error of calculations. 

Modified Rutishauser algorithm; continued fractions; algorithm for summation of divergent 
continued fractions; Toeplitz determinants. 

Введение.  Непрерывные дроби в настоящее время часто используют во мно-
гих областях математики, в частности вычислительной математике. при изучении 
вопросов, связанных с бесконечным делением и в теории приближения к действи-
тельным числам рациональными числами. Дроби такого типа помогают находить 
достаточно хорошие приближения для решения большого круга задач; в том числе 
непрерывные дроби могут быть применены для нахождения нулей функций, пред-
ставляющих собой полиномы n-й степени. Большое количество работ посвящено 
изучению прямых и итерационных методов для решения задач подобного типа  
[1–5], преимущество предлагаемого алгоритма состоит в том, что он может быть 
эффективно использован при достаточно больших значениях n и может быть при-
менен для отыскания корней (и действительных, и комплексных). Для решения 
уравнений степени n полиномиального типа предлагается модифицированный ал-
горитм, основанный на использовании формул Эйткена [6] и алгоритма Рутизхау-
зера [7]. Для определения комплексных корней может быть успешно применен 
метод суммирования расходящихся непрерывных дробей [8–10]. 

Постановка задачи. Рассмотрим полином степени n, записав его в следую-
щем виде  

           
                .                  (1) 

Тогда производящая функция для (1) имеет вид [1] 

 

                             
                            (1) 

Отметим, что (1) – приведенное уравнение, а в выражениях (1) и (2)    – ко-

эффициенты, стоящие перед переменной x, совпадают.  В выражении (2)    мож-
но найти, используя линейное уравнение (рекуррентное)  

                              , 

с заданными значениями      и       . 
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Используем для нахождения уравнения        – то есть корней полиноми-

ального уравнения  

      
                                             (3) 

метод Эйткена [6], позволяющий находить последовательно корни уравнения с 

помощью предела отношения определителей 1, 2,…, n-го порядков: 
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Таким образом, 
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Необходимым является выполнение условия 

                       . 

Следует отметить, что применяемые формулы Эйткена имеют ограничения и 

справедливы для нахождения действительных корней уравнения (3). Для  нахож-

дения наибольшего по абсолютной величине действительного корня (3) использу-

ем метод Бернулли [11–12]. Поэтому зададимся целью применить r/φ алгоритм [6] 

для отыскания комплексных корней полиномиального уравнения (3). Для этого 

применим указанный алгоритм, основанный на суммировании расходящихся не-

прерывных дробей [13]. 

Аналитические решения. Преобразуем выражения для нахождения корней 

(4)-(7). Тогда выражение (4) можно представить как отношение определителей 

Теплица: 
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С учетом (8), будут справедливы следующие выражения для нахождения 

корней. 
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.      (11) 

Следует отметить, что для любой подходящей дроби 
  

  
 к действительному 

числу    справедливо оценочное неравенство   

   
  

  
  

 

  
 . 

Каждое из выражений (8)–(11), которое по сути являются выражениями для 

корней уравнения (3), обозначим через   
   

:  

  
   =                 
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Заметим, что для полиномиальных уравнений (3), для которых n>4,   
   

 ана-

логичны их записи для уравнений 2-го, 3-го и 4-го порядков [14].  

В случае, когда корни (3) действительны, то их значения можно установить 

непосредственно, вычисляя значения определителей из (8)–(11). Введение (8)–(11) 

и их рассмотрение как непрерывных дробей специального вида, делает возможным 

упростить решение уравнение (3), применяя функции   
   

  а также r/φ-алгоритм. 

Если рассматривается приведенное полиномиальное уравнение (3) только с 

действительными коэффициентами    определители, используемые в формулах 

(8)–(11), тоже будут действительными числами. А если уравнение имеет ком-

плексные корни следует дополнительно применять  r/φ-алгоритм [15].  

Считаем, что модуль и аргумент комплексного числа, являющегося корнем 

уравнения (3) для   
   

, можно найти по формуле [16]: 
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,                                                  (13) 

Здесь    
   

– p-я подходящая дробь [9],    – число отрицательных подходящих 

дробей из  p  подходящих дробей.  

Например,                   определяются следующим образом: 

   
   

 
     

 
 
     

 
  

   
   

 
 
      

      
 

         
 
 
      

     
 

         
  

   
   

 

 

         

         

        

 

     
      

      
 
 

 

         

        

      

 

     
      

     
 
      

Следует отметить, что, так как в выражения, стоящие в знаменателе входят 

определители, то рассматриваемые матрицы не должны быть плохо обусловлен-

ными [17, 18].  

Численные результаты. Для нахождения подходящих цепных дробей в виде 

отношения определителей Теплица [19] можно использовать рекуррентный моди-

фицированный алгоритм QD-алгоритм Рутисхаузера, который в упрощённой фор-

ме записи может быть представлен как [20]: 

  
   

     
     

   
     

   
   

,                                  (14) 

    
   

   
     

 
  

     

  
   

.                               (15) 

На рис. 1 приведена схема применяемого алгоритма. 

Пусть   
   ;   

   
  – элементы первой строки представляют собой последо-

вательные подходящие дроби Хессенберга [13]. Их значение удобнее вычислять, 

представляя (7) восходящей дробью.  
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Рис. 1. Схема  модифицированного алгоритма Рутисхаузера 

Запишем (16) в эквивалентной форме 

  
   

       
     

  
      

     

  
     

  
        

     

  
       

  
     

   
     

.   (17) 

В качестве примера применения описанного алгоритма рассмотрим решение 

нелинейного уравнения, имеющего комплексные корни: 

                                                 (18) 

Уравнение (18) имеет корни: 

                                . 

На рис. 2 показано распределение подходящих дробей для (18). 

 

Рис. 2. Распределение подходящих дробей 
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Максимальное число шагов для заданной погрешности        составило 
N=48. 

Заключение. Преимуществом предложенного в данной статье алгоритма 
отыскания корней (и комплексных в том числе) полиномиального уравнения сте-
пени n является малое количество затрачиваемых арифметических операций и 
простота в программировании. 

Приведенные аналитические выражения для решения уравнения (3) позво-
ляют исследовать полиномы n-й степени; устанавливать критерии отбора корней 
рассмотренного полиномиального уравнения. Рассмотренный алгоритм может 
быть успешно практически применен при исследовании математических моделей 
в гидравлике [21]. 
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АНАЛИЗ ПРОБЛЕМ ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ  

В СЕМАНТИЧЕСКИХ СЕТЯХ 

Анализируется структура, принципы и технологи, используемые при создании се-

мантических сетей, методика представления знаний в семантической сети. Отдельное 

внимание уделяется анализу структуры запросов к данным, хранящихся в семантической 

сети. Целью анализа является определение структурных элементов, несущих в себе конфи-

денциальную, либо иную важную информацию для дальнейшего формирования методологии 

её защиты с учётом специфики семантической сети. В результате анализа типовых 

структур семантических сетей рассмотрены основополагающие структурные элементы 

и понятия, составляющие структуру анализируемого метода представления знаний. Опре-

делены используемые для её построения специализированные языки и структура информа-

ционного запроса к базе знаний, в которой были выявлены элементы, несущие конфиденци-

альную информацию и потенциально уязвимые к атакам злоумышленников. Выявлены про-

блемы в информационной безопасности семантических сетей, такие как: незащищённость 

от вредоносных запросов SPARQL, которая может быть использована для получения ин-

формации из семантической сети без соответствующих привилегий и доступов; уязви-

мость данных в передаваемом информационном запросе, характеризующаяся слабой ори-

ентированностью существующих методов защиты на специфику семантических сетей; 

проблема оценки уровня доверия к получаемым данным семантической сети. Одним из под-

ходов для решения этих проблем может являться создание распределённой системы оце-

нивания доверия к узлам и данным в семантической сети, а также реализация механизмов 

защиты информации и информационных запросов. Полученные в результате анализа ре-

зультаты о структуре передаваемых данных являются неотъемлемой частью процесса 

разработки средств защиты информации в семантических сетях. 

Семантическая сеть; онтология; граф; RDF; OWL; SPARQL; представление знаний; 

информационный запрос. 


