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Предлагается биоинспирированный метод решения набора инвариантных комбина-

торно-логических задач на графах: формирования паросочетания графа, выделения внут-

ренне-устойчивого множества вершин, выделения клики графа. Описывается модифициро-

ванная парадигма муравьиной колонии использующая, в отличие от канонического метода, 

механизмы формирования решений на модели пространства поиска в виде звездного графа. 

Задача формирования в графе внутренне-устойчивого множества вершин может быть 

сформулирована, как задача разбиения. На начальном этапе на всех ребрах звездного графа 

H откладывается одинаковое (небольшое) количество феромона ξ/m, где m=|E|. Процесс 

поиска решений итерационный. Каждая итерация l включает три этапа. Агенты облада-

ют памятью. На каждом шаге t в памяти агента ak имеется количество феромона фj(t), 

отложенного на каждом ребре графа H. На первом этапе каждый агент ak популяции 

конструктивным алгоритмом находит решение Ur
0k, рассчитывает оценку решения 

ξk(U
r
0k) и значение степени пригодности полученного агентом решения φk (количество фе-

ромона, соответствующее оценке). На втором этапе, после полного формирования всеми 

агентами решений на текущей итерации, феромон ωj, накопленный в j-ой ячейке в буфер-

ном массиве КЭПб, добавляется в каждую j-ю ячейку основного массива Q2={qj|j=1,2,…,m} 

коллективной эволюционной памяти КЭПo. На третьем этапе происходит общее испаре-

ние феромона на множестве ребер E звездного графа H. Временная сложность алгоритма, 

полученная экспериментальным путем, совпадает с теоретическими исследованиями и для 

рассмотренных тестовых задач составляет О(n2). 

Паросочетание; внутренне-устойчивое множество; клика; адаптация; модифика-

ция; муравьиная колония; модели пространства поиска; звездный граф. 

O.B. Lebedev, A.A. Zhiglatiy 

BIOINSPIRED ALGORITHM FOR SOLVING INVARIANT GRAPH 

PROBLEMS 

A bioinspired method for solving a set of invariant combinatorial-logical problems on 

graphs is proposed: the formation of a graph matching, the selection of an internally stable set of 

vertices, and the selection of a graph clique. A modified paradigm of the ant colony is described, 

which uses, in contrast to the canonical method, the mechanisms for generating solutions on the 

search space model in the form of a star graph. The problem of forming an internally stable set of 

vertices in a graph can be formulated as a partitioning problem. At the initial stage, the same 

(small) amount of pheromone ξ/m, where m=|E|, is deposited on all edges of the star graph H.  

The process of finding solutions is iterative. Each iteration l includes three stages. Agents have 

memory. At each step t, the memory of the agent ak contains the amount of pheromone фj(t) depos-

ited on each edge of the graph H. At the first stage, each agent ak of the population uses a con-

structive algorithm to find the solution Ur
0k, calculates the estimate of the solution ξk(U

r
0k) and the 

value of the degree of suitability of the solution obtained by the agent φk (the amount of phero-
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mone corresponding to the estimate). At the second stage, after the complete formation of solu-

tions by all agents at the current iteration, the pheromone ωj accumulated in the j-th cell in the 

CEPб buffer array is added to each j-th cell of the main array Q2={qj|j=1,2,…,m} of the CEP0 

collective evolutionary memory. At the third stage, the general evaporation of the pheromone oc-

curs on the set of edges E of the star graph H. The time complexity of the algorithm, obtained ex-

perimentally, coincides with theoretical studies and for the considered test problems is O(n2). 

Matching; internally stable set; clique; adaptation; modification; ant colony; search space 

models; star graph. 

Введение. Задача определения паросочетаний – одна из фундаментальных 

задач в области математической оптимизации. Подмножество ребер M⊆U графа 

G=(V,U) называется паросочетанием в графе G, если каждой вершине vi∈V инци-

дентно не более одного ребра из M. Максимальное паросочетание – это такое 

паросочетание M в графе G, которое не содержится ни в каком другом паросоче-

тании этого графа, то есть к нему невозможно добавить ни одно ребро, которое бы 

являлось несмежным ко всем рёбрам паросочетания [1]. Наибольшее паросочета-

ние (или максимальное по размеру паросочетание) [2] – это такое паросочетание, 

которое содержит максимальное количество рёбер. Совершенным паросочета-

нием называется паросочетание, в котором участвуют все вершины графа.  

Алгоритмы построения паросочетания применяются в задачах о назначении, 

планирования и размещения при проектировании топологии СБИС, покрытия, 

транспортных задачах, при проектировании инженерных сетей, коммуникаций, 

построения систем поддержки принятия решений в неопределенных условиях и 

т.п. Задачи такого типа относятся к переборным задачам с экспоненциальной вре-

менной сложностью. В этой связи разрабатывают различные эвристики для по-

строения алгоритмов с полиномиальной временной сложностью. Существуют ал-

горитмы определения паросочетаний в графе, основанные на использовании пото-

ков в сетях [1, 2], имитационного моделирования [3], генетического поиска [4] и 

других эвристиках, которые обеспечивают приемлемые результаты при решении 

задач малой и средней сложности. Часто эта процедура используется в итерацион-

ных структурах. Это предъявляет повышенные требования к качеству и времени 

решения задачи нахождения максимального паросочетания. Возникшие потребно-

сти в решении задач большой и очень большой размерности является побудитель-

ным мотивом исследований и разработок новых эффективных алгоритмов. Анализ 

литературы показывает, что наиболее успешными в этих условиях являются мате-

матические методы, в которых заложены принципы природных механизмов при-

нятия решений [4–6]. К таким методам можно отнести, прежде всего, методы мо-

делирования отжига [7], методы эволюционного моделирования и генетические 

алгоритмы [8], эволюционной адаптации [9], алгоритмы роевого интеллекта [10] и 

муравьиные алгоритмы (Ant Colony Optimization – ACO) [11, 12]. Идея муравьино-

го алгоритма – моделирование поведения муравьёв, связанного с их способностью 

быстро находить кратчайший путь от муравейника к источнику пищи. Основу по-

ведения муравьиной колонии составляет самоорганизация, обеспечивающая дос-

тижения общих целей колонии на основе низкоуровневого взаимодействия, благо-

даря которому, в целом, колония представляет собой разумную многоагентную 

систему. 

Для повышения эффективности, усиления сходимости алгоритма и способно-

сти выхода из локальных оптимумов, предложен подход к построению алгоритма 

паросочетания на основе модели адаптивного поведения муравьиной колонии, 

отличающийся от канонического тем, что в качестве модели пространства поиска 

решений используется звездный граф. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D0%B8%D0%B7%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
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Предложенный подход обеспечивает более широкий обзор пространства ре-

шений и более высокую вероятность локализации глобального экстремума задачи. 

В работе излагается методика решения задачи нахождения максимального па-

росочетания в графе, и родственных ей задач раскраски графа и выделения клик в 

графе, основанная на моделировании адаптивного поведения муравьиной колонии.  

1. Постановка задачи нахождения паросочетания в графе. Пусть дан дву-

дольный граф G=(V,U) (рис. 1). V={vi|i=1,2,…,n}.  U={uj|j=1,2,…,m}. На рис. 1 

n=10, m=11. 

 

Рис. 1. Пример графа 

Паросочетание P такого графа определяется как множество попарно несмеж-

ных рёбер, то есть рёбер, не имеющих общих вершин [1]. Например: для графа G 

(рис.1) паросочетание P={u3, u5, u8, u11}. Будем говорить, что вершина графа G 

принадлежит паросочетанию, понимая под этим, что она инцидентна некоторому 

ребру паросочетания.  

Построим граф Gr=(U
r
,V

r
) – реберный для графа G. Вершины U

r
 графа Gr – 

соответствуют рёбрам U графа G. Пара вершин u
r
i, u

r
j) в графе Gr связаны ребром в 

том и только в том случае, если в графе  G пара рёбер (ui, uj) смежны, т.е. инциден-

ты одной вершине [1]. 

Для примера, представленного на рис. 1, реберный граф Gr графа G имеет 

вид, представленный на рис. 2. 

 

Рис. 2. Реберный граф Gr графа G 

Множество U
r
0U

r
 вершин графа Gr=(U

r
,V

r
) называется внутренне устойчи-

вым, если любые две вершины u
r
iU

r
0 и u

r
jU

r
0 не являются смежными [2]. Мак-

симальное число вершин во внутренне устойчивом множестве графа U
r
 называется 

числом внутренней устойчивости и обозначается как α(Gr). Иногда число внутрен-

ней устойчивости называют также числом независимости графа Gr [3].  

Подмножество вершин U
r
0={u3, u5, u8, u11} (см. рис. 2) графа Gr=(U

r
,V) явля-

ется внутренне устойчивым, т.к. любые две вершины подмножества U
r
0 не смеж-

ны. Таким образом, паросочетанию в графе G соответствует внутренне-устойчивое 

подмножество реберного графа Gr графа G. Максимальному по мощности паросо-

четанию в графе G соответствует предельное внутренне-устойчивое подмножество 

(содержащее наибольшее число вершин) реберного графа Gr. 
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Рассмотрим задачу о клике. Кликой графа G называется максимальное по 

включению множество V0V вершин графа G, любые две из которых являются 

смежными. Другими словами, клика графа есть подмножество его вершин, такое, 

что между каждой парой вершин этого подмножества существует ребро. 

Максимальная клика – это клика, которая не может быть расширена путём 

включения дополнительных смежных вершин, то есть нет клики большего разме-

ра, включающей все вершины данной клики. Наибольшая клика – это клика мак-

симального размера для данного графа [4]. 

Дополнение графа (обратный граф) – граф Go, имеющий то же множество 

вершин, что и заданный граф G, но в котором две несовпадающие вершины смеж-

ны тогда и только тогда, когда они не смежны в G [2]. 

Нетрудно видеть, что при переходе от графа G к его дополнению Go каждая 

клика в G переходит в независимое множество в Go. Отсюда следует, что задача 

выделения клики в графе G сводится к задаче выделения независимого множества 

вершин в графе Go. 

Таким образом, в основе процедур построения максимального паросочетания 

и выделения в графе клик лежит одна общая процедура формирования в графе 

G(V, U) внутренне-устойчивого множества вершин. Задачу нахождения макси-

мальных независимых множеств иногда называют «упаковкой вершин». 

2. Механизмы выделения в графе независимого подмножества вершин 

на основе моделирования адаптивного поведения муравьиной колонии. Пусть 

дан граф G(V,U), где V – множество вершин, |V| = n, U – множество ребер, |U|=m. 

Построим граф Gr=(U
r
,V

r
) – реберный для графа G. Множество вершин 

U
r
={u

r
j|i=1,2,…,m} графа Gr соответствует множеству ребер U графа G. Множест-

во ребер V
r
={v

r
i|i=1,2,…,n} графа Gr соответствует множеству вершин V графа G.  

Сформулируем задачу формирования в графе Gr=(U
r
,V

r
) внутренне – устой-

чивого множества вершин U
r
0U

r
 как задачу разбиения.  

Необходимо разбить множество U
r
 графа Gr на два непустых и непересекаю-

щихся подмножества U
r
0 и U

r
2, таких, что любые две вершины u

r
iU

r
0 и u

r
jU

r
0 не 

являются смежными, U
r
0U

r
2 = U

r
, U

r
0U

r
2=. Пусть |U

r
0|=n0, |U

r
2|=n2, n0 + n2=m. 

Критерий оптимизации – число вершин F=n0 в подмножестве U
r
0. Цель оптимиза-

ции – максимизация критерия F. 

Для поиска решения задачи формируется звездный граф поиска решений 

H(U
rS0, E), определяемый корневой вершиной S0, который состоит из всех ребер 

E, связывающих корневую вершину S0 с множеством всех вершин U
r
 (рис. 3). Кор-

невая вершина S0 связывается со всеми вершинами множества U
r
. 

В процессе решения участвует коллектив агентов. Каждый из агентов ak 

формирует свое решение – свое подмножество U
r
0kU

r
 вершин звездного графа H, 

такое, что любые две вершины u
r
iU

r
0k и u

r
jU

r
0k в графе Gr=(U

r
,V

r
) не являются 

смежными. k – номер агента.  

Обозначим множество ребер звездного графа H, связывающих вершины 

сформированного внутри устойчивого подмножества U
r
0k с корневой вершиной S0 

как E0k, E0kE. 

Моделирование поведения агентов в процессе формирования каждым из них 

своего подмножества U
r
0k связано с распределением и учетом количества феромо-

на на множестве E0k ребер графа H.  
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Рис. 3. Звездный граф H 

На начальном этапе на всех ребрах звездного графа H откладывается одина-

ковое (небольшое) количество феромона ξ/m, где m=|E|.  

Процесс поиска решений итерационный. Каждая итерация l включает три 

этапа. На первом этапе каждый агент ak популяции конструктивным алгоритмом 

находит решение U
r
0k, рассчитывает оценку решения ξk(U

r
0k) и значение степени 

пригодности полученного агентом решения φk (количество феромона, соответст-

вующее оценке).  

Первый этап осуществляется следующим образом.  

Агенты обладают памятью. На каждом шаге t в памяти агента ak имеется: 

 количество феромона фj(t), отложенного на каждом ребре графа H;  

 список вершин, уже включенных в формируемое множество – U
r
0k(t-1) и 

список оставшихся (свободных) вершин U
r
ck(t-1). U

r
ck(t-1)=U

r
\U

r
0k(t-1),  

U
r
0k(t-1)U

r
ck(t-1)=U

r
.  

Формирование решения (множества U
r
0k) осуществляется последовательно 

(пошагово). На каждом шаге t агент ak применяет вероятностное правило выбора 

следующей вершины u
r
j для включения ее формируемое множество U

r
0k(t). 

На первом шаге в формируемое множество U
r
0k(t), где t=1, включается одна 

их вершин u
r
jU

r
 графа H, смежная корневой вершине S0.  

На конечном шаге t=n0 агентом ak будет сформировано множество 

U
r
0k(n0)=U

r
0k, |U

r
0k(n0)|=n0 такое, что любые две вершины u

r
iU

r
0k и u

r
jU

r
0k  в гра-

фе Gr=(U
r
,V

r
) не являются смежными. Шаг t=n0 является конечным, если после его 

выполнения ни одна из вершин множества U
r
ck(t) не может быть включена в U

r
0k(t). 

На шаге t формируется множество U
r
нk(t)U

r
сk(t-1) вершин, не смежных вер-

шинам множества U
r
0k(t-1) (рис. 4).  

 

Рис. 4. Формирование множества U
r
нk(t-1) вершин, не смежных с вершинами 

множества U
r
0k(t-1) 
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Вероятность включения в формируемое агентом ak на базе звездного графа H 

множество U
r
0k(t) вершины u

r
jU

r
нk(t), не имеющей в графе Gr=(U

r
,V

r
) связей с 

вершинами множества U
r
0k(t-1), пропорциональна суммарному количеству феро-

мона на ребре, связывающему вершину u
r
jU

r
нk(t), U

r
нk(t)U

r
 с корневой вершиной 

S0 в графе H.  

Формируется множество ребер E0k(t-1)E звездного графа H, связывающих 

вершины сформированного подмножества U
r
нk(t-1) с корневой вершиной S0.  

Агент просматривает все ребра (S0, u
r
j)E0k(t-1), u

r
jU

r
нk(t-1). Для каждого 

ребра ej E0k(t-1) рассчитываются два параметра: 

фj(t) – суммарное количество феромона на ребре ej (в массиве коллективной 

эволюционной памяти КЭПo); 

sj(t) – число связей на графе Gr=(U
r
,V

r
) между u

r
j и U

r
ck(t-1). 

По формуле (1) – при мультипликативной свертке, либо по формуле (2) – при 

аддитивной свертке определяется потенциальная степень предпочтения Fik вклю-

чения u
r
j 

Fjk=(фj(t))/( sj(t)+1)
β                                                                      

(1) 

Fjk=(αфj(t))+(β /(sik+1)),                                           (2) 

где α, β – управляющие параметры, которые подбираются экспериментально.  

Вероятность Pik(t) включения вершины u
r
jU

r
нk(t) в формируемое U

r
0k(t), оп-

ределяется следующим соотношением: 

Pik(t) =Fik /
i

ikF .                                             (3) 

Агент с вероятностью Pik(t) выбирает одну из вершин, которая включается в 

подмножество U
r
0k(t) и исключается из подмножества U

r
ck(t-1).   

Количество φk откладываемого агентом ak феромона на ребрах E0kE звезд-

ного графа H, связывающих вершины u
r
jU

r
0k сформированного внутри устойчи-

вого подмножества U
r
0k с вершиной S0, пропорционально числу вершин n0 сформи-

рованного подмножества U
r
0k: φk=μn0, где μ – коэффициент пропорциональности. 

Чем больше n0, тем больше феромона φk будет отложено агентом ak на каждом 

рeбре (S0, u
r
j)E0k звездного графа H, построенного на вершинах множества U

r
0k. 

Следовательно, с большей вероятностью агенты будут выбирать такие вершины 

при синтезе собственного внутренне-устойчивого подмножества. 

В работе используется циклический (ant-cycle) метод муравьиных систем.  

В этом случае рассчитанное агентом количество феромона φk предварительно от-

кладывается в буферном массиве Q1={qj|j=1,2,…,m} коллективной эволюционной 

памяти (КЭПб) в ячейках qj, соответствующих ребрам множества E0kE. 

На втором этапе, после полного формирования всеми агентами решений на 

текущей итерации, феромон ωj, накопленный в j-ой ячейке в буферном массиве 

КЭПб, добавляется в каждую j-ю ячейку основного массива Q2={qj|j=1,2,…,m} 

коллективной эволюционной памяти КЭПo. 

фj(t)= фj(t) + ωj.                                              (4) 

Для избежания преждевременной сходимости используется отрицательная 

обратная связь в виде испарения феромона. После отложения феромона в основ-

ной массив коллективной эволюционной памяти КЭПo. на третьем этапе происхо-

дит общее испарение феромона на множестве ребер E звездного графа H в соот-

ветствии с формулой (5). 

фj(t)= фj(t) ∙(1- ρ)),                                            (5) 

где фj(t) – уровень феромона на ребре ej E0k, ρ – коэффициент обновления. 
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После выполнения всех действий на итерации находится агент с лучшим ре-

шением, которое запоминается. Далее осуществляется переход на следующую 

итерацию. Временная сложность этого алгоритма зависит от времени жизни коло-

нии l (число итераций), количества вершин графа n и числа муравьев m, и опреде-

ляется как O(l*n
2
*m). 

После формирования в реберном графе Gr=(U
r
,V) графа G(X, U) внутренне – 

устойчивого множества вершин U
r
0U

r
 осуществляется переход от графа Gr к ис-

ходному графу G для построения паросочетания или выделения в графе клики. 

Для преодоления локального барьера используются подходы, основанные на 

сочетании различных видов эволюции. В частности, эффективность показала ком-

позитная архитектура бионического поиска, заключающаяся в последовательной 

работе муравьиного и эволюционного алгоритма нахождения максимального па-

росочетания, рассмотренного в работе [11–14].  

3. Экспериментальные исследования. Алгоритм нахождения паросочета-

ния в графе реализован в виде программы ПАР. 

Исследование программы ПАР проводились на примерах с известным опти-

мумом Fопт по методологии BEKU [13–20]. 

Контрольные примеры для исследования содержали до 1000 вершин.  

Для оценки качества используется безразмерная величина ξ=Fопт/F, где 

 F – оценка решения полученного, полученного с помощью разработанного алго-

ритма. Зависимости показателя качества ξ от числа итераций и размера популяции 

представлены на рис. 4 и 5.  

 

 

Рис. 5. Зависимость показателя ξ 

от числа итераций 

Рис. 6. Зависимости показателя ξ  

от размера популяции 

Временная сложность алгоритма О(n
2
). Сравнение с известными алгоритма-

ми показало, что при меньшем времени работы новый алгоритм дает более качест-

венные решения. 

Заключение. В работе рассматривается поисковый популяционный 

алгоритм. Разработана модифицированная метаэвристика по аналогии с моделя-

ми адаптивного поведения МА. Для поиска решения задачи в отличии от кано-

нической парадигмы муравьиной колонии используется звездный граф поиска 

решений. 

Основными достоинствами разработанного алгоритма являются:  

 Низкая трудоемкость: временная сложность алгоритма О(n
2
). 

 Реализация алгоритма отличается быстродействием и точностью 

вычислений. 

Полученные в работе результаты можно использовать при решении задач, 

таких как: задачи о выделения внутренне-устойчивых множеств в графе, 

максимальной клике, проблема определения паросочетаний, раскраске графов и 

составление расписаний, задаче о назначениях. 

http://cadlab.cs.ucla.edu/~pubbench/partitioning
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