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Г.В. Куповых, А.Г. Клово, В.В. Гривцов, О.В. Белоусова 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ 

НЕТУРБУЛЕНТНОГО ПРИЗЕМНОГО СЛОЯ   

Представлена электродинамическая модель атмосферного приземного слоя, обуслов-
ленная действием электродного эффекта вблизи поверхности земли, и анализ ее уравнений 
методами теории подобия. Отдельно рассмотрены математические модели электриче-
ского состояния приземного слоя в приближениях классического и турбулентного элек-
тродного эффекта. В математической постановке задач моделирования классического 
электродного слоя сделан ряд обоснованных физических допущений, позволивших получить 
аналитические решения уравнений. Получены аналитические формулы для расчетов про-
филей концентраций аэроионов, плотности объемного электрического заряда и напряжен-
ности электрического поля в электродном слое. В результате математического модели-
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рования исследованы зависимости распределения электрических характеристик приземно-
го слоя от значений электрического поля, степени ионизации воздуха и аэрозольного за-
грязнения атмосферы. Показано, что отношение значений напряжённости электрического 
поля на поверхности земли и на верхней границе электродного слоя практически постоян-
но. Усиление электрического поля, скорости ионизации воздуха и присутствие аэрозольных 
частиц достаточной концентрации приводит к уменьшению толщины электродного слоя 
и, как следствие, масштабов распределения его параметров. Повышение степени иониза-
ции увеличивает, а увеличение концентрации аэрозольных частиц в атмосфере уменьшает 
значения плотности электрического заряда в приземном слое. Теоретические расчеты 
хорошо согласуются с экспериментальными данными и результатами численного модели-
рования электрической структуры приземного слоя. Полученные в работе аналитические 
формулы для расчетов электрических характеристик приземного слоя и результаты вы-
числений могут быть полезны при решении ряда прикладных задач геофизики, в частности 
для мониторинга электрического состояния атмосферы. 

Математическое моделирование; электродинамика; приземный слой; атмосфера; 
электродный эффект; электрическое поле; аэроионы; ионизация; аэрозоль. 

G.V. Kupovykh, A.G. Klovo, V.V. Grivtsov, O.V. Belousova 

MODELING OF THE NON-TURBULENT SURFACE LAYER 

ELECTRODYNAMIC STRUCTURE 

The article presents an electrodynamic model of the atmospheric surface layer caused by 
the action of the electrode effect near the earth's surface, and an analysis of its equations by meth-
ods of similarity theory. Mathematical models of the surface layer electrical state in the approxi-
mations of the classical and turbulent electrode effect are considered separately. In the mathemat-
ical formulation of modeling problems, a number of well-founded physical assumptions were cre-
ated that made it possible to obtain analytical solutions to the equations. Analytical formulas have 
been obtained for calculating the profiles of aeroion concentrations, the density of the space elec-
tric charge and the electric field in the electrode layer. As a result of mathematical modeling, the 
dependences of the electrical characteristics distribution in the surface layer on the values of the 
electric field, the degree of air ionization and aerosol pollution of the atmosphere are investigated. 
It is shown that the ratio of the electric field values on the earth's surface and at the upper bound-
ary of the electrode layer is almost constant. The increasing of the electric field, the rate of air 
ionization and the presence of sufficient concentration aerosol particles leads to a decrease in the 
thickness of the electrode layer and, as a consequence, the scale of distribution of its parameters. 
An amplification in the degree of ionization increases, and an increase in the concentration of 
aerosol particles in the atmosphere decreases the values of the electric charge density in the sur-
face layer. Theoretical calculations are in good agreement with experimental data and the results 
of numerical modeling of the surface layer electrical structure. The analytical formulas obtained 
in the work for calculating the electrical characteristics of the surface layer and the results of 
calculations can be useful in solving a number of applied problems of geophysics, in particular for 
monitoring the electrical state of the atmosphere. 

Mathematical modeling; electrodynamics; surface layer; atmosphere; electrode effect; elec-
tric field; aeroions; ionization; aerosol. 

Введение. Электродинамическое состояние приземного слоя атмосферы оп-
ределяется глобальным электрическим полем, а также локальным действием 
электродного эффекта вблизи поверхности земли. Последний зависит от метео-
рологических условий, ионизации воздуха, степени аэрозольного и радиоактив-
ного загрязнений. Известно много электродинамических моделей приземного 
слоя, основанных на теории электродного эффекта в атмосфере, и имеются ре-
зультаты их численных расчетов [1–4]. Для практических оценок электрического 
состояния атмосферы представляют интерес аналитические выражения, сле-
дующие из уравнений электродного эффекта с некоторыми обоснованными физи-
ческими допущениями. 
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Постановка задачи моделирования. Основной задачей электродинамики 
приземного слоя атмосферы является нахождение пространственно-временных 
распределений электрических характеристик: концентраций полярных аэроионов 

1,2(n )  и электрического поля (E)  в различных условиях, а также плотности объем-
ного заряда, плотности электрического тока и т.д.  

Электродинамическая модель горизонтально-однородного свободного от аэ-
розоля приземного слоя атмосферы в приближении электродного эффекта [3, 4] 
состоит из ионизационно-рекомбинационных уравнений и уравнения Пуассона: 

1,2 1,2
1,2 1,2 1 2

1 2
0

( ) ( ( ) ) ,

( )

T

n n
b n E D z q n n

t z z z
E e n n
z





  
    

   


 



                 (1) 

где 1,2b – подвижности полярных аэроионов, α – коэффициент рекомбинации,  
DT = D1

.z – коэффициент турбулентной диффузии аэроионов, q – скорость иониза-
ции воздуха, e – элементарный заряд, 0  – электрическая постоянная. 

Для исследование математической модели (1) используем методы теории по-
добия. Введем безразмерные переменные, используя характерные значения и мас-
штабы входящих в них физических величин:  

1 2
1 1,2 1,2 1 1t ' t T, z ' z l , n ' n n , E ' E E , n q , l D , (q )    

            . (2) 

Тогда получаем уравнения в безразмерной форме: 
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           (3) 

Знак «∞» означает верхнюю границу ( z ) электродного слоя. Характерное 
время протекания метеорологических процессов в атмосфере T~1-3 ч, тогда как 
время релаксации для аэроиона -   = 300 с ( q

=107 м-3с-1 и  = 1,610-12м3с-1).  По-
этому далее будем рассматривать стационарные модели. Систему (3) характери-
зуют два безразмерных параметра (критерии подобия): 
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2,1
2,1 l

Eb 





  
1

0
l

E
ne






 .                                (4) 

Когда параметр 12,1  , имеет место классический электродный эффект [5–7], 
то есть пространственно-временное распределение аэроионов в приземном слое 
обусловлено только электрическими силами. Если 1,2<1, имеет место турбулент-
ный электродный эффект: перенос аэроионов в атмосфере осуществляется, наряду 
с электрическими силами, турбулентными потоками воздуха [8–10]. Если 1,2<<1, 
имеет место приближение сильного турбулентного перемешивания, когда перенос 
аэроионов осуществляется только турбулентной диффузией [1, 2].  

Далее во всех модельных случаях будем предполагать выполненным условие 
1 , тогда электрическое поле, создаваемое объёмным зарядом, можно считать 

постоянным. 
Модель классического электродного слоя свободного от аэрозоля. Как 

следует из теории электродного эффекта (при условии 1,2 1  ) профиль концен-
трации положительных ионов проводимости практически не зависит от высоты  
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(
1n const ) [2, 5, 7]. Для получения аналитических решений сделаем следующие фи-

зические допущения: Е const , q const . Тогда, рассмотрим уравнение только для 
концентрации отрицательных аэроионов с соответствующим граничным условием:    

2
2 1 2,

2( 0) 0.

dnb E q n n
dz

n z

  

 

                                                (5) 

Решением (5) является выражение, описывающее распределение отрицатель-
ных аэроионов по высоте: 

1
2

1 2

( ) 1 exp( )q n zn z
n b E





 
   

 

.                           (6) 

Плотность электрического заряда, создаваемого ионами проводимости, мо-
жет быть рассчитана по формуле: 

1 2( ) ( ( ) ( ))z e n z n z   .                             (7) 

Тогда получаем: 

1
1

1 2

( ) 1 exp( )q n zz e n
n b E
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  
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  

.                       (8) 

Для расчета напряжённости электрического поля, как следует из теории клас-
сического электродного эффекта [2, 5, 7], воспользуемся тем, что плотность элек-
трического тока проводимости (j) не меняется по высоте, а значение можно рас-
считать по закону Ома, используя формулу для проводимости воздуха ( ): 

1 1 2 2, ( ),j E e b n b n                                 (9) 

где 1 2
1,2 ( )n q   асимптотические значения на верхней границе электродного 

слоя [2].  
Тогда для расчета напряженности электрического поля имеем формулу: 

( ) ( ),E z j z                                                  (10) 

где ( )z  рассчитывается аналогично (9), но на соответствующей высоте. Для рас-
чётов параметры модели задавались следующими параметрами: 

4 2 1 1
1,2b 1,4 10 м В с    , 7 3 110q м с  , 12 3 11,6 10 м с     .  

Результаты расчетов характеристик классического электродного слоя в зави-
симости от интенсивности электрического поля и степени ионизации воздуха 
представлены на рис. 1-2. 

Во всех случаях электродный эффект 0Е Е
 (отношение значений напря-

жённости электрического поля на поверхности земли и на верхней границе элек-
тродного слоя) практически одинаков, что согласуется с численными моделями [2, 
5, 6, 16]. Усиление электрического поля приводит к уменьшению толщины элек-
тродного слоя, масштабов распределения и, следовательно, значений напряжённо-
сти поля и плотности объемного заряда. Увеличение скорости ионизации воздуха 
также уменьшает толщину электродного слоя, но при этом увеличиваются значе-
ния плотности электрического заряда.  

Следует отметить, что проведенные теоретические расчеты хорошо согласу-
ются с экспериментальными данными [13, 18]. 
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Рис. 1. Плотность объемного заряда в электродном слое (q =7 106 м -3c-1 (а), q 
=20 106 м -3c-1(б), Е= -50 В/м (1), 2 – Е= -100 В/м (2), Е= -200 В/м (3)) 

  
а б 

Рис. 1. Электрическое поле в электродном слое (q =7 106 м -3c-1 (а), q =20 106 м -3c-1(б), 
Е= -50 В/м (1), 2 – Е= -100 В/м (2), Е= -200 В/м (3)) 

Модель классического электродного слоя в условиях аэрозольного за-

грязнения. Предположим, что приземный слой заполнен однократно заряженны-
ми монодисперсными аэрозольными частицами. В правой части ионизационно-
рекомбинационных уравнений, добавим член, описывающий взаимодействие аэ-
роионов с аэрозолем в виде 

1,2BNn , что оправдано отсутствием переноса тяжелых 
ионов [7, 11, 12, 14, 15]. Для концентраций аэрозольных частиц сопоставимых или 
превышающих значения для аэроионов рекомбинацией можно пренебречь [7, 12]. 
Здесь 1 2

1 2

2
2

B 

 


  

– параметр, зависящий от коэффициентов взаимодействия 

легких ионов, нейтральных и заряженных аэрозольных частиц, N – полная концен-
трация аэрозольных частиц, η1,2

 – коэффициенты воссоединения полярных аэроио-
нов с аэрозольными частицами ( 12 3 1

1 1,4 10 м с     , 12 3 1
2 4 10 м с     ). 

C учетом сделанных выше допущений, рассмотрим уравнение для концен-
трации отрицательных аэроионов с соответствующим граничным условием: 

2
2 1,2 2, ( 0) 0.dnb E q BNn n z

dz
                            (11) 

Решением (11) является выражение, описывающее распределение отрица-
тельных аэроионов по высоте: 
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( ) 1 expq BNn z z
BN b E

  
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  

.                                           (12) 

Распределение плотности электрического заряда, создаваемого аэроионами, 
может быть рассчитано по формуле (7) и равно: 

1
1

( ) 1 expq BNz e n z
BN b E


   

      
   

.                                        (13) 

Профили плотности объемного заряда в классическом электродном слое при 
различных значениях концентраций аэрозольных частиц, напряженности электри-
ческого поля и скорости ионизации воздуха представлены на рис. 3-4. 

Наличие аэрозольных частиц в атмосфере приводит к уменьшению высоты элек-
тродного слоя и плотности электрического заряда в нем. Увеличение ионизации, как и 
усиление электрического поля приводит к увеличению плотности объемного заряда 
вблизи поверхности земли, но в меньшей степени, чем в чистой атмосфере. 

  

а б 

Рис. 3. Плотность объемного заряда в электродном слое с аэрозолем 
концентрацией N= 8 10 9 м-3 (q =7 106 м -3c-1 (а), q =20 106 м -3c-1(б), Е= -50 В/м (1), 

2 – Е= -100 В/м (2), Е= -200 В/м (3)) 

  
а б 

Рис. 4. Плотность объемного заряда в электродном слое с аэрозолем 
концентрацией N= 10 10 м-3 (q =7 106 м -3c-1 (а), q =20 106 м -3c-1(б), Е= -50 В/м (1), 2 

– Е= -100 В/м (2), Е= -200 В/м (3)) 

Для расчета профиля напряжённости электрического поля воспользуемся 
формулами (9) и (10) с учетом того, что для системы (11) асимптотические значе-
ния концентраций аэроионов на верхней границе электродного слоя изменяются и 
становятся равны 

1,2
qn

BN


. Результаты расчетов для различных значений пара-

метров электродного слоя приведены на рис. 5, 6.  
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а б 

Рис. 5. Электрическое поле в классическом электродном слое с аэрозолем 
концентрацией N=8 .10 9 м-3 (q =7 106 м -3c-1 (а), q =20 106 м -3c-1(б), Е= -50 В/м (1), 

Е= -100 В/м (2), Е= -200 В/м (3)) 

  

а б 

Рис. 6. Электрическое поле в классическом электродном слое с аэрозолем 
концентрацией N=8 10 9 м-3 (q =7 106 м -3c-1 (а), q =20 106 м -3c-1(б), Е= -50 В/м (1), 

Е= -100 В/м (2),  Е= -200 В/м (3)) 

В условиях аэрозольного загрязнения масштаб распределения напряжённости 
электрического поля уменьшатся с увеличение концентрации частиц, тогда как 
электродный эффект 0Е Е

 во всем электродном слое почти не меняется. 
Заключение. Для оценки электрического состояния атмосферы и на основа-

нии теории электродного эффекта сделаны обоснованные физические допущения 
и построены упрощенные модели классического электродного слоя в чистой атмо-
сфере и при наличии в ней аэрозольных частиц. Получены аналитические реше-
ния, описывающие распределения концентраций ионов проводимости, плотности 
объемного заряда и электрического поля, в зависимости от степени ионизации 
воздуха и его аэрозольного загрязнения. Полученные приближенные аналитиче-
ские решения хорошо согласуются с известными теоретическими и эксперимен-
тальными данными и могут быть полезны при решении ряда прикладных задач 
геофизики, в частности для мониторинга состояния атмосферы [19, 20].  
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МОДЕЛЬ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНОЙ ЦЕПИ ДЛЯ ТЕСТИРОВАНИЯ 

МЕТОДОВ ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ  

В SPICE-СИМУЛЯТОРАХ 

В настоящее время задача разработки методов численного анализа радиотехнических 
цепей во временной области остается актуальной, поскольку известные методы Гира и трапе-
ций, использующиеся в SPICE-симуляторах, имеют ряд существенных недостатков. Для оценки 
эффективности новых численных методов необходимы специальные тестовые задачи, позво-
ляющие определить точность методов в различных режимах работы. Численный анализ авто-
колебательных цепей во временной области представляет наибольшие трудности для про-
грамм схемотехнического моделирования (SPICE-симуляторов), поскольку модели таких цепей 
могут быть осциллирующими и жесткими одновременно. Целью данной работы является соз-
дание модели автоколебательной цепи, позволяющей количественно оценить точность мето-
дов численного анализа переходных процессов в SPICE-симуляторах. В соответствии с постав-
ленной целью в работе были решены следующие задачи: исследованы особенности численного 
анализа классических моделей автогенераторов в SPICE-симуляторах; описана обобщенная 
математическая модель автоколебательных цепей; предложена универсальная схемная модель 
автоколебательных цепей для SPICE-симуляторов; проведена количественная оценка точности 
методов численного анализа переходных процессов в SPICE-симуляторах. Предлагаемая в дан-
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