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ЭВРИСТИЧЕСКИЙ ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ 

ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассматривается задача решения диофантовых уравнений, которая может приме-

няться в криптографии и криптоанализе. Кратко излагается описание генетического ал-

горитма решения диофантовых уравнений. Определяется правило вычисления значения 

целевой функции для хромосомы, описывается система кодирования в генетическом алго-

ритме. Упоминаются генетические операторы, используемые в алгоритме, определяются 

условия их выполнения. Описывается критерий останова генетического алгоритма. Анали-

зируется один из недостатков генетического алгоритма – попытки решения любого дио-

фантова уравнения, в том числе и такого, которое заведомо не имеет решений. Предлага-

ется способ, позволяющий устранить этот недостаток в некоторых случаях, и, основан-

ный на теории чисел. Даётся пояснение, в каких случаях этот способ будет работать. 

Перед описанием этого способа даётся определение вычета и невычета заданной степени 

по заданному модулю. После описания этого способа подробно описывается программная 

реализация алгоритма решения диофантовых уравнений и их систем. Затем приводятся 

результаты экспериментальных исследований времени и качества работы генетического 

алгоритма. Затем представляется результат работы алгоритма для уравнения, которое 

заведомо не имеет решений, и для системы уравнений, которая также заведомо не имеет 

решений, но в которой общее число неизвестных слишком велико для работы предлагаемо-

го метода. Сравнивается время работы алгоритма при решении уравнения и при решении 

системы уравнений. Делается вывод о полезности применения предложенного способа при 

решении диофантовых уравнений и систем диофантовых уравнений. 

Эвристика; генетический алгоритм; диофантово уравнение; вычет степени   по мо-

дулю    невычет степени   по модулю  .  
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HEURISTIC GENETIC ALGORITHM FOR DIOPHANTINE EQUATIONS 

SOLVING 

The problem of diophantine equations solving is considered in this article. This problem can 

be applied in cryptography and cryptanalysis. The description of the genetic algorithm solving 

diophantine equations is stated briefly in the article. The rule of calculation the value of fitness 

function of chromosome is determined, the coding system in the genetic algorithm is described. 

The genetic operators used in the algorithm are mentioned and the conditions for their execution 

are determined. The criterion for stopping the genetic algorithm is described. One of the short-

comings of the genetic algorithm is analyzed. The shortcoming of the algorithm lies in its attempts 

to solve any diophantine equation, including one that has no solutions. A method eliminating this 

shortcoming in some cases is proposed. This method is based on number theory. An explanation is 

given in which cases this method will be used. The definition of residue and nonresidue of fixed 

power for fixed modulus is given before describing this method. After describing this method the 

implementation of the algorithm for solving diophantine equations and systems of them is de-

scribed in detail. Then the results of experimental studies of the time and quality of the genetic 

algorithm are presented. Then the result of the algorithm is presented for an equation that has no 

solutions and for a system of equations that also has no solutions, but in which the total number of 

unknowns is too large for the proposed method to work. The algorithm running time is compared 

when solving an equation and when solving a system of equations. The conclusion is made about 

the usefulness of the proposed method in solving diophantine equations and systems of diophantine 

equations. 

Heuristics; genetic algorithm; diophantine equation; residue of power   for modulus    
nonresidue of power   for modulus  . 
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Постановка задачи решения диофантова уравнения. Диофантовым урав-

нением (ДУ) называется уравнение вида (1) [12, с. 7; 8; 9, 14]. 

            ,                                              (1) 

где   – полином с целыми коэффициентами. 

Задача решения ДУ хорошо известна и может применяться, например, при 

криптоанализе систем защиты информации, содержащих диофантовы трудно-

сти [15]. 

Решение ДУ состоит в нахождении всех наборов из   чисел           , при 

которых верна формула (1). Не существует универсального алгоритма решения в 

целых числах произвольного ДУ. Это следует из DPRM-теоремы [10, с. 46]. 

Решение диофантовых уравнений генетическим алгоритмом. Разрабо-

танный генетический алгоритм [1, 2, 3] состоит из последовательности шагов: 

случайная генерация первого поколения хромосом [4, 7, 11]; 

1) применение последовательности одноточечных операторов мутации; 

2) формирование второго поколения хромосом путём попарного скрещива-

ния хромосом первого поколения; 

3) формирование третьего и всех последующих поколений путём попарного 

скрещивания первых    хромосом предыдущего поколения; 

4) проверка критериев останова алгоритма. 

Рассмотрим данную последовательность шагов подробнее. 

Гены [13, 17, 20] хромосомы первого поколения являются случайными целы-

ми числами из отрезка         . Генов в каждой хромосоме каждого поколения 

столько, сколько неизвестных в уравнении. Одно неизвестное кодируется одним 

геном. Генерируется всего    хромосом в первом поколении. Параметр    задаёт-

ся пользователем.  

После генерации хромосом первого поколения над ними производится до трёх 

одноточечных операторов мутации. Для этого вначале для каждой хромосомы вы-

числяется значение целевой функции. Целевая функция имеет вид              , 
где                 – решаемое ДУ. Если значение целевой функции для данной 

хромосомы не равно нулю, то над ней выполняется первый оператор мутации. Он 

заключается в изменении значения случайно выбранного гена на случайное целое 

число из отрезка             . Если после первой мутации значение целевой 

функции для этой хромосомы не стало равным нулю, то над ней выполняется второй 

оператор мутации. Он заключается в изменении значения случайно выбранного гена 

на случайное целое число из отрезка             , если           , и из отрезка 

             в противном случае, где     – медиана набора всех чисел, фигури-

рующих в уравнении,    – среднее арифметическое чисел в этом наборе,     – целая 

часть числа  . Если и после второй мутации значение целевой функции для хромо-

сомы не стало равным нулю, то над хромосомой выполняется третья мутация. Она 

заключается в изменении значения случайно выбранного гена на целое число из от-

резка       . Далее хромосомы первого поколения с нулевым значением целевой 

функции добавляются во множество решений ДУ. 

Хромосомы второго поколения получаются из хромосом первого поколения 

путём попарного скрещивания последних. Таким образом, во втором поколении 

генерируется 
         

 
 хромосом. При скрещивании применяется одноточечный 

оператор кроссинговера. После генерации хромосом второго поколения они под-

вергаются операторам мутации по тому же правилу, что и хромосомы первого по-

коления. Хромосомы с нулевым значением целевой функции попадают во множе-

ство решений ДУ. 
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Каждое поколение получается путём попарного скрещивания первых    

хромосом предыдущего поколения. При скрещивании применяется одноточечный 

оператор кроссинговера. После генерации над каждой хромосомой очередного 

поколения выполняются мутации по тому же правилу, что и в первом поколении. 

Хромосомы с нулевым значением целевой функции попадают во множество реше-

ний уравнения. Генерируется всего         поколений. Параметр         зада-

ётся пользователем. Алгоритм может завершиться досрочно, если на очередной 

итерации не нашлось новых решений, но до этого нашлось хотя бы одно решение. 

Способ упрощения решения ДУ. Недостаток разработанного генетического 

алгоритма в том, что он пытается решать любые диофантовы уравнения, в том числе 

и те, которые заведомо не имеют корней. В связи с этим был реализован способ уп-

рощения задачи решения ДУ, основанный на свойствах степеней целых чисел. 

Целое число   называется квадратичным вычетом по модулю  , если суще-

ствует целое число   такое, что число    при делении на   даёт в остатке    

[16, с. 302, 6, 18, 19]. В противном случае число   называется квадратичным невы-

четом по модулю   [16, с. 302]. Аналогично можно определить вычет степени   

по модулю   и невычет степени   по модулю  . Из этого определения следует, 

что квадратичными вычетами по модулю 9 являются числа 0, 1, 4 и 7, вычетами 

степени 3 по модулю 9 являются числа 0, 1 и 8, вычетами степени 4 по модулю 9 

являются числа 0, 1, 4 и 7, вычетами степени 5 по модулю 9 являются числа 0, 1, 2, 

4, 5, 7 и 8, вычетами степени 6 по модулю 9 являются числа 0 и 1, вычетами степе-

ни 7 по модулю 9 являются числа 0, 1, 2, 4, 5, 7 и 8. Видно, что вычетов степени  

2, 3, 4 и 6 по модулю 9 меньше, чем невычетов этих степеней по модулю 9. В связи 

с вышеизложенным, реализованный способ упрощения решения ДУ вида (1) со-

стоит в том, что перед запуском генетического алгоритма программа определяет, 

какие остатки при делении на 9 может давать полином           . Определение 

всех возможных остатков при делении на 9 у полинома            выполняется 

методом полного перебора всех возможных вариантов остатков при делении на 9 у 

переменных        . Таким образом, программа перебирает всего    вариантов 

для уравнения вида (1). Этот перебор выполняется только в том случае, если в 

уравнении не более шести неизвестных. В противном случае перебор не выполня-

ется, и программа сразу запускает генетический алгоритм. 

Программная реализация алгоритма решения диофантовых уравнений и 

их систем. Программа разработана в среде PyCharm и представляет собой 

сценарий на языке Python версии 3.7. При запуске сценарий создаёт окно с 

пользовательским интерфейсом. Вид окна представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Интерфейс программы 
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Для запуска генетического алгоритма пользователю необходимо ввести 

диофантово уравнение или систему в первое поле сверху в окне на рис. 1.  

Во второе поле сверху необходимо ввести число хромосом в первом поколении 

   – натуральное число. В третье поле сверху необходимо ввести максимальное 

число поколений         – натуральное число. Требуется, чтобы каждое 

вводимое диофантово уравнение имело вид (2), а уравнения в системе разделялись 

запятой. 

                           ,                                    (2) 

где               – полином произвольной степени с целыми коэффициентами; 

              – полином произвольной степени с целыми коэффициентами.  

Программа сама приводит каждое введённое диофантово уравнение к 

виду (1). При вводе уравнения или системы допускается, чтобы неизвестные 

состояли из латинских букв (строчных или прописных), цифр и знаков 

подчёркивания и содержали любое конечное число символов. При этом требуется, 

чтобы первым символом каждого неизвестного была латинская буква или знак 

подчёркивания. Также требуется, чтобы общее число неизвестных в уравнении 

или системе было не меньше двух. Числовые константы в уравнении должны быть 

целыми. В уравненииях также допускается использовать круглые скобки. 

После ввода уравнения или системы пользователю нужно нажать кнопку 

«Готово», чтобы запустить генетический алгоритм. Перед решением уравнения 

или системы уравнений с помощью генетического алгоритма программа проверяет 

правильность ввода. Для этого проводится лексический анализ каждого 

введённого уравнения. Если он прошёл успешно, то программа проверяет наличие 

ровно одного знака равенства в каждом уравнении, иначе сообщает об ошибке. 

Если в каждом уравнении есть ровно один знак равенства, то программа проверяет 

наличие непустой левой и непустой правой частей в каждом уравнении, иначе 

сообщает об ошибке. Если в каждом уравнении есть непустая левая и непустая 

правая части, то программа преобразует каждое уравнение к виду (1). После этого 

программа составляет сумму квадратов левых частей полученных уравнений вида 

(1) и приравнивает её к нулю. 

Далее полученное таким образом диофантово уравнение решается  

генетическим алгоритмом. Однако ГА запускается не во всех случаях. Если общее 

число неизвестных в уравнении или системе не больше шести, то программа 

переводит в обратную польскую нотацию левые части полученных уравнений 

вида (1) и по полученной обратной польской записи вычисляет множества 

остатков при делении на 9 значений левых частей уравнений. Если хотя бы в 

одном множестве нет значения 0, то вся система не имеет решений, о чём 

программа сообщает, даже не запуская генетический алгоритм. В противном 

случае программа запускает генетический алгоритм, предварительно проверив 

правильность ввода его параметров. Если же общее число неизвестных в 

уравнении или системе больше шести, то программа сразу запускает генетический 

алгоритм, предварительно проверив правильность ввода его параметров. 

Результат работы программы (список решений уравнения или системы, либо 

утверждение, что решений нет, либо утверждение, что не удалось найти решения) 

выводится на экран в поле под кнопкой «Готово» (рис. 1). 

Экспериментальные исследования. Были проведены экспериментальные 

исследования времени и качества работы генетического алгоритма. Под качеством 

работы алгоритма понимается статистическая вероятность нахождения алгорит-

мом хотя бы одного решения заданного диофантова уравнения или системы дио-

фантовых уравнений. На рис. 2 представлен график зависимости качества работы 

алгоритма от числа хромосом в первом поколении при        =400, где 
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        – максимальное число генерируемых поколений. В качестве линейного 

уравнения использовалось уравнение              , квадратного –       
       , кубического –        , уравнения четвёртой степени –         
    , пятой степени –            , шестой степени –         . 

По рис. 2 видно, что все уравнения, кроме линейного, решаются в среднем во 

всех случаях при                     . Это может быть связано с тем, что в 

линейном уравнении фигурируют самые большие по модулю числа. В пользу 

этого может говорить тот факт, что, например, линейное уравнение        
    , а также уравнения             ,                 

решаются в среднем в 100 процентах случаев при                     . Шаг 

изменения параметра    был выбран равным пяти, так как этого было достаточно 

для исследования. Чем меньше значение   , тем меньше хромосом алгоритм 

перебирает и тем меньше времени он работает. Поэтому оптимальное значение    

равно 45 – наименьшему из исследуемых значений, при котором все 

рассматриваемые уравнения решались в среднем во всех случаях. 

 
Рис. 2. График зависимости качества работы алгоритма от числа хромосом  

в первом поколении 

Оптимальное значение параметра         (максимально возможное число 

поколений) по результатам экспериментальных исследований составило 300.  

В этих исследованиях значение параметра    было принято равным 45 и в качестве 

линейного уравнения использовалось уравнение            , квадратного – 

            , кубического –                , уравнения четвёртой 

степени –            , пятой степени –           , шестой степени – 

       . Все уравнения, кроме линейного, решались в среднем в 100 процентах 

случаев при        =               . Шаг изменения значения параметра 

        был выбран равным 50, так как этого было достаточно для исследования. 

Время работы алгоритма прямо пропорционально максимально возможному числу 

поколений, а 300 оказалось наименьшим из исследуемых значений, при котором 

все рассматриваемые уравнения решались в среднем во всех случаях. Время 

выполнения алгоритма при      ,        =    при решении вышеуказанных 

шести уравнений было не более 1 секунды. Было также экспериментально 

установлено, что имеется квадратичная зависимость между временной 

сложностью алгоритма и общим числом генерируемых хромосом. 

Кроме того, было экспериментально установлено, что предложенный способ 

упрощения решения диофантовых уравнений позволяет в ряде случаев сократить 

время работы программы. Например, на рис. 3 представлен результат работы про-
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граммы для уравнения           . Это уравнение содержит три неизвестных, 

поэтому программа сначала определит, какие остатки при делении на 9 может да-

вать значение полинома           . Также это уравнение не имеет целочис-

ленных решений, так как сумма трёх кубов не может при делении на 9 давать в ос-

татке 4 или 5. На рис. 4 представлен результат работы программы для системы урав-

нений, состоящей из ДУ           ,            и        . В этой 

системе в общей сложности больше шести неизвестных, поэтому программа сразу 

запустит генетический алгоритм. Также эта система не имеет решений, так как не 

имеют решений первое и второе уравнение этой системы. 

 
Рис. 3. Результат работы программы для уравнения 

 
Рис. 4. Результат работы программы для системы уравнений 

По рис. 3 и 4 видно, что в случае предварительного определения возможных 

остатков при делении на 9 у значений полинома            программа рабо-

тает быстрее приблизительно на 3.11 секунды, чем без такого определения даже с 

меньшими значениями параметров генетического алгоритма, которые прямо про-

порциональны времени работы алгоритма. 

На рис. 5 представлен график зависимости времени работы алгоритма от 

числа хромосом. Можно сделать вывод, что разработанный ГА обладает квадра-

тичной временной сложностью. 
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Рис 5. График зависимости времени работы алгоритма от числа хромосом  

в первом поколении 

Проведённые экспериментальные исследования показали, что время и 

качество работы генетического алгоритма зависят от числа хромосом в первом 

поколении, максимального числа генерируемых поколений, а также от корней 

уравнения. 

Заключение. В данной статье был предложен ГА решения ДУ, адаптирован-

ный для решения систем ДУ. Также был программно реализован способ, упро-

щающий в ряде случаев решение ДУ путём определения некоторых уравнений, 

заведомо не имеющих решений. В результате экспериментальных исследований 

выяснилось, что этот способ может уменьшить время работы программы. Также 

выяснилось, что имеется квадратичная зависимость между временной сложностью 

алгоритма и общим числом генерируемых хромосом. Также были определены 

оптимальные значения параметров генетического алгоритма. 
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