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АЛГОРИТМ РЕКОНСТРУКЦИИ МАТРИЦЫ СМЕЖНОСТИ ПРИЧИННЫХ 

ГРАФОВЫХ МОДЕЛЕЙ В ОТСУТСТВИИ НАБЛЮДАЕМЫХ 

ПЕРЕМЕННЫХ
*
 

Рассматривается  проблема моделирования сложных систем при отсутствии на-

блюдаемых переменных. Для решения этой проблемы предлагается использовать причин-

ные графовые модели. Класс причинных моделей, который мы здесь рассматриваем, опре-

деляется как нестохастические причинные модели с ненаблюдаемыми переменными. Эти 

модели представляются в виде направленного графа, создаваемого на основе человеческих 

ментальных репрезентациях. При этом на дугах причинность выражена в виде некоторых 

меток, которые имеют знак, определяющий направление изменений состояния системы. 

Рассматриваемые причинные модели включают неоднородные, сложные и качественные 
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типы переменных, иллюстрирующие нечисловую природу узлов и связей, а, следовательно, 

отсутствие и невозможность получения временных рядов данных. В условиях отсутствия 

наблюдаемых переменных и невозможности проведения экспериментов, проблема рекон-

струкции матрицы смежности графовой причинной модели становится гораздо более 

сложной. Требуется получить модель с определенным спектральным разложением, которое 

реализует основную функцию моделируемой системы. На основе этой концепции предлагает-

ся новый метод реконструкции матрицы смежности, реализованный на соответствующей 

матрице причинного распространения или передаточной матрице. Идея состоит в том, 

чтобы использовать комбинаторную оптимизацию на основе спектральной теории графов 

для генерации данных из качественной нестохастической причинной модели и реконструиро-

вать матрицу смежности, используя эти данные. В этом случае собственные векторы 

идентифицируются как ключевые цели процесса реконструкции матрицы, что постулирует 

фундаментальный подход, основанный на спектральных свойствах графа. Результаты вы-

числительных экспериментов решения задачи реконструкции матрицы смежности для при-

чинных графовых моделей в отсутствии наблюдаемых переменных с использованием разра-

ботанного алгоритма показали, что алгоритм эффективно реконструирует матрицы в за-

данных параметрах с допустимыми показателями схожести. Доказана сходимость при-

ближения к решению алгоритма реконструкции матриц не медленнее, чем со скоростью 

геометрической прогрессии. С технической точки зрения, преимуществом алгоритма явля-

ется реализация инструмента автоматической настройки параметра регуляризации, при-

годного для пользователей без предварительных математических знаний. 

Реконструкция матриц; эффективное управление; причинные модели; принятие управ-

ленческих решений; оптимизационные методы; направленный взвешенный знаковый граф. 

A.N. Tselykh, V.S. Vasilev, L.A. Tselykh 

THE ADJACENCY MATRIX RECONSTRUCTION ALGORITHM FOR 

CAUSAL GRAPH MODELS IN THE ABSENCE OF OBSERVABLE 

VARIABLES 

The paper deals with the problem of modeling complex systems in the absence of observable 

variables. To solve this problem, it is proposed to use causal graph models. The class of causal 

models considered here is defined as non-stochastic causal models with unobservable variables. 

These models are presented in the form of a directed graph, created on the basis of human mental 

representations. In this case, on the arcs, causality is expressed in the form of some marks with a 

sign that determines the direction of change in the state of the system. The considered causal mod-

els include heterogeneous, complex and qualitative types of variables that illustrate the non-

numerical nature of nodes and links and, as a consequence, the absence and impossibility of ob-

taining time series data. In the absence of observable variables and the impossibility of conducting 

experiments, the problem of reconstructing the adjacency matrix of the causal graph model be-

comes much more complicated. It is required to obtain a model with a certain spectral decomposi-

tion that implements the main function of the modeled system. Based on this concept, a new meth-

od for reconstructing the adjacency matrix is proposed, implemented on the basis of the corre-

sponding causal propagation matrix or transmission matrix. The idea is to use combinatorial op-

timization based on spectral graph theory to generate data from a qualitative non-stochastic caus-

al model and reconstruct an adjacency matrix using that data. In this case, the eigenvectors are 

identified as key objectives of the matrix reconstruction process, which postulates a fundamental 

approach based on the spectral properties of the graph. The results of computational experiments 

on solving the problem of reconstructing the adjacency matrix for causal graph models in the ab-

sence of observable variables using the developed algorithm have shown that the algorithm effec-

tively reconstructs matrices from the given parameters with admissible similarity indices. The 

convergence of the approximation to the solution of the matrix reconstruction algorithm is proved 

no slower than with the speed of a geometric progression. From a technical point of view, the 

advantage of the algorithm is the implementation of a tool for automatic adjustment of the regular-

ization parameter, suitable for users without prior mathematical knowledge. 

Matrix reconstruction; effective control; causal models; control decision-making; optimiza-

tion methods; directed weighted signed graph. 
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1. Введение. Данное исследование адресуется к проблеме роботизации про-

цесса принятия управленческих решений на основе нестохастических причинных 

моделей (CM) в сложных системах (социальных, политических и социально-

экономических системах). 

Класс причинных моделей, который мы здесь рассматриваем, определяется 

как нестохастические причинные модели с ненаблюдаемыми (по своей природе) 

переменными. Несмотря на существование других типов причинных моделей 

сложных систем, наша работа охватывает широкую область, исследования в кото-

рой находятся в ‘младенческой’ стадии. Моделирование исследуемых систем осу-

ществляется через экспертные суждения, получаемые непосредственно от челове-

ка, либо собираемые из его опубликованных мнений. Причинность здесь рассмат-

ривается как в работе [1]. Эти модели представляются в виде направленного графа, 

создаваемого на основе человеческих ментальных репрезентациях. При этом на 

дугах причинность выражена в виде некоторых меток, которые имеют знак, опре-

деляющий направление изменений состояния следствий. Рассматриваемые при-

чинные модели включают неоднородные, сложные и качественные типы перемен-

ных, иллюстрирующие нечисловую природу узлов и связей, а, следовательно, от-

сутствие и невозможность получения временных рядов данных. В условиях отсут-

ствия наблюдаемых переменных и невозможности проведения экспериментов, 

проблема реконструкции матрицы смежности графовой причинной модели стано-

вится гораздо более сложной. 

С точки зрения сетевого отображения [2], исследуемые модели относятся к 

определенным статическим сетям с нестохастическими ребрами. Существующие 

методы реконструкции сетевой структуры используют статистические данные 

(полные, частичные, локальные) из наблюдаемого состояния узлов [3, 4] и решают 

частные задачи реконструкции сети для определенных типов графов. Задача пол-

ной реконструкции матрицы смежности в отсутствии наблюдаемых переменных в 

обобщенной постановке не решалась и является новой. 

Цель данной статьи – предоставить алгоритм реконструкции матрицы смеж-

ности нестохастических причинных графовых моделей сложных систем в отсутст-

вии наблюдаемых переменных. Идея состоит в том, чтобы использовать комбина-

торную оптимизацию на основе спектральной теории графов для генерации дан-

ных из качественной нестохастической причинной модели и реконструировать 

матрицу смежности, используя эти данные. 

Процесс заключается в том, чтобы получить модель с определенным спек-

тральным разложением, которое реализует основную функцию моделируемой сис-

темы и охватывает важные структуры модели, для решения проблемы управления 

в этой системе. На основе этой концепции предлагается новый метод реконструк-

ции матрицы смежности, реализованный на соответствующей матрице причинного 

распространения или передаточной матрице. В этом случае собственные векторы 

идентифицируются как ключевые цели процесса реконструкции матрицы, что по-

стулирует фундаментальный подход, основанный на спектральных свойствах гра-

фа, а спектры графа «содержат всю информацию о системе» [12]. 
2. Обзор публикаций по теме исследования. В настоящее время восстанов-

ление сетевой структуры из данных временных рядов стало актуальной проблемой 

в области эволюционных игр [5, 6], сетей распространения [7], финансовых сетей 

[8], социальных сетей [9, 10], сетей экспрессии генов [11], физики [12] и в других 

областях. 

Был предложен ряд методов для восстановления сложных сетей, таких как 

определение структуры сети на основе реакции узлов на внешние возмущения 

[13], построение зеркальной системы на основе синхронизации, которая может 
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сходиться к исходной системе для вывода структура сети [14], и восстановление 

структуры сети на основе корреляции шума [15], обратный инжиниринг [16], 

обобщенные линейные модели [17], сжатие [18] и др. 

В работах по линейной алгебре рассмотрены частные задачи реконструкции 

сети на знаковых нециклических невзвешенных графах [19–23], что означает, что 

данная область исследований находится на начальной стадии. 

Анализ математических подходов и алгоритмов в задачах реконструкции се-

ти выявило следующие перспективные методы для рассматриваемого случая: ме-

тод матричной факторизации [10], положительные полуопределенные ограничения 

на матрицу переменных [24], метод минимизации матричной нормы методом 

множителей Лагранжа [25], матрица передаточной функции [26]. 

Однако следует отметить, что единой исследовательской парадигмы для ре-

конструкции сети (даже на основе данных) не существует. Таким образом, реше-

ние задачи реконструкции матрицы смежности графовой модели в отсутствии на-

блюдаемых переменных требует применения новых подходов и решений. 

3. Описание метода.  

3.1. Задача реконструкции матрицы смежности в обобщенной постанов-

ке. Здесь мы представляем постановку задачи управления (прямую и обратную) 

для причинных моделей сложных систем в отсутствии наблюдаемых переменных. 

Мы рассматриваем нестохастические каузальные модели, которые имеют (1) каче-

ственную и нечисловую природу узлов и связей; (2) ненаблюдаемые переменные; 

(3) плохоформализуемые узлы; and (4) отсутствие и невозможность получения 

данных временных рядов. Эти характеристики требуют рассматривать задачу 

управления в параметрах воспроизводимого тренда для состояний узлов модели, в 

отличие от традиционных подходов, когда прогнозируются физические (наблю-

даемые и измеряемые) показатели состояний концептов модели. 

Мы исследуем процесс принятия решений с позиций выбора управляющих 

воздействий лицом, принимающим решения. Учитывая вышеприведенное, далее 

рассматривается задача реконструкции матрицы смежности в обобщенной поста-

новке на основе следующей модели управления. 

Рассмотрим граф ,G W E , представляющий качественную CM, где 

 1 2, ,..., NW W W W  – набор вершин; E W W   – набор дуг. Граф определяется мат-

рицей смежности 
T

A , где , ;1 ,i ja i j n   – весовой элемент матрицы  ,i j n n
a


A . 

Рассмотрим следующую модель управления: 

 1 1

,

1

n
s s s s s

i i i i j j j

j

u a     



    , 1 i n  , 1s  ,                      (1) 

где n  – количество вершин сети;   – коэффициент демпфирования; 
s

i  – состоя-

ние i -й вершины в момент времени 
st ; 

s

iu  – внешнее управляющее воздействие на 

вершину i  в интервале времени 
1s st t t   ; ,i ja  – вес на дуге. Значение веса вы-

ражает силу причинности, с которой управляющее воздействие распространяется 

от вершины j  к вершине i . Управляющее воздействие 
s

i iu u  (1 i n  ) не зави-

сит от s . Тогда вектор  i n
xx  представляет собой воспроизводимый тренд, ком-

поненты которого также не зависят от s : 

1 1s s s s

i i i i ix         , 1 i n  .                                    (2) 
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Исходя из изложенного выше, модель управления : , , , A u x  задается сле-

дующей системой линейных уравнений (СЛАУ): 

  I A x u ,                                                (3) 

где I  – единичная матрица;  i n
uu  – вектор воздействия;  i n

xx  – вектор от-

клика. С учетом модели управления (3), для получения пары векторов x  и u , вы-

ражающих эффективное управление, необходимо оптимизировать следующую 

задачу нелинейной оптимизации: 

2

2
max

T T

T T
  

xx x x x

u u x Bxu

,                                            (4) 

где    
T

   B I A I A  – матрица квадратичной формы. 

Обозначим 
(0)N , 

( )N 
, 

( )N 
 как множество индексов вершин с ограниче-

ниями на управляющие воздействия u , где  (0) 0;1iN i u i n     – множество 

индексов вершин, на которых управляющее воздействие не может быть оказано 

(по природе этой вершины);  ( ) 0;1jN j u j n      и 

 ( ) 0;1kN k u k n      – множество индексов вершин с ограничениями на на-

правление управляющих воздействий (положительное или отрицательное, соот-

ветственно). Матрица ограничений  1 2 LN n n n  имеет 

(0) ( ) ( )L N N N     столбцов и n  строк, где j -й столбец матрицы N  опреде-

ляется как i

j j n , где  i

j i j    – дельта Кронекера, равная i i

j jn   при 

(0)j N , ( )j N  , и i i

j jn    при ( )j N  . Учитывая (3), запишем ограничения в 

матричной нотации    
1

T T 


 C N N N I A . 

Задача (4) сводится к задаче квадратичного программирования (5) относи-

тельно вектора x  (или u ) при линейных ограничениях Cx 0  и условии нелиней-

ной нормировки 1T x x : 

minT x Bx , 1T x x , Cx 0 .                                      (5) 

Получаем  ,k k
x u , 1 k m   что удовлетворяет условиям ортогональности 

  0
T

l k u u , l k , 1 ,k l m  , где k , l  (в верхнем индексе) – индексы ортого-

нальных управлений, m  – количество ортогональных управлений. Эти решения 

могут представлять самостоятельный интерес. Кроме того, получение нескольких 

последовательностей решений необходимо для уверенного выбора нужной пары 

векторов в случае относительно жестких условий Cx 0 . В этом случае для задачи 

(5) получаем последовательность задач (6): 

  min
T

k k x Bx ,   1
T

k k x x , k

k C x 0 , 1 k m  ,               (6) 

где   1
T

k k x x  – нелинейные ограничения;     0
T T

l k l k u u x Bx  – условия орто-

гональности, последовательно расширяющие систему ограничений 
k

k C x 0 . 
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Сформулируем задачу восстановления матрицы смежности, которая имеет 

m  пар векторов откликов и воздействий  ,k k
x u  (1 k m  ). 

По определению,  Z I A , где  , 1 ,i j i j n
z

 
Z  – передаточная матрица. Под-

ставляя Zx  для u  в (4) и учитывая, что Z  – матричная норма, согласованная с 

векторной нормой x , получаем задачу оптимизации для Z : 

2 2 2

2 2 2 2 2

1
max   

x x x

u Zx Z x Z

,                           (7) 

Задача (7) в форме задачи квадратичного программирования имеет вид: 

2
minZ ,  S Z T , ZX U ,                                    (8) 

где  , 1 ,i j i j n
s

 
S  – матрица нижних границ для ограничений переменных  

( , ,i j i js z , 1 j n  );  , 1 ,i j i j n
t

 
T  – матрица верхних границ для переменных  

( , ,i j i jz t , 1 j n  ),  , 1 , 1i k i n k m
u

   
U  и  , 1 , 1i k i n k m

x
   

X  – матрицы векторов 

воздействий и откликов ( k -й столбец  1, 2, ,

Tk

k k n ku u uu  матрицы U , и  

k -й столбец  1, 2, ,

Tk

k k n kx x xx  матрицы X  составляет k -ю пару векторов воз-

действий и откликов). Задача (8) решается для n  параллельных задач с функцией 

Лагранжа. Необходимые условия минимума i -й задачи составляют итерационную 

схему по Бертсекасу [27]: 

 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

ˆˆ ˆ1 ,

,

ˆ 0, if ,
if ,

ˆ , if ,
1 ,

ˆ 0, if ,
if ,

ˆ , if ,

T

i i i i i

i i

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

l i j i j i j i j

i j k i j i j i j

w z t w p
z s t z

z t z t w p
i j n

w z s w p
z s t z

z s z s w p

     

 

   
  

  
 

  
  

  

z y X w w z

u z X 0

,












 (9) 

где  niiii zzz ,2,1, z ,  niiii sss ,2,1, s ,  niiii ttt ,2,1, t , 

 miiii uuu ,2,1, u  и  miiii xxx ,2,1, x  – i -е строки матриц Z , S , 

T , U  и X ;  miiii yyy ,2,1, y  и  niiii www ,2,1, w , 

 niiii www ,2,1, w  – векторы множителей Лагранжа, соответствующие 

ограничениям в форме равенств и в форме двусторонних неравенств, p  – пара-

метр квадратичного штрафа;   – параметр регуляризации по А.Н.Тихонову [28]. 

Поскольку решаются задачи квадратичного программирования с линейными огра-

ничениями, то правилом остановки является «уверенное» соблюдение всех огра-

ничений и неотрицательность всех множителей Лагранжа, соответствующих огра-

ничениям в виде неравенств, что контролируется булевой переменной q . Далее, 

чтобы найти A , подставим Z  из решения (8) в уравнение  1  A I Z  и решим 

относительно A . 
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3.2. Алгоритм реконструкции матрицы в обобщенной постановке. После-

довательность решений n  параллельных задач оптимизационной задачи (8) реали-

зует алгоритм реконструкции матрицы на основе передачи причинных влияний 

(табл. 1). Введем следующие обозначения для каждой строки ( iz  ( ni 1 )) 

матрицы Z : 

m  – количество векторных пар, используемых для задачи оптимизации;  

  – порог «уверенного» соблюдения ограничений из-за накопления ошибок 

округления при вычислениях с плавающей запятой; 

   nnjj cccc 211



c  – вектор обновленных значений элемен-

тов в строке iz ; 

V  – множество индексов столбцов в строке iz , соответствующий неактив-

ным ограничениям переменных ( jijiji tzs ,,,  , nj 1 ),  nV ;;2;1  ;  

Q  – множество индексов столбцов в строке iz , которые соответствуют ак-

тивным ограничениям переменных ( jiji sz ,,   или jiji tz ,,  , но одновременно 

только в случае jiji ts ,,  , nj 1 ),  nQ ;;2;1  ;  

 
mkVjkjx




1,,

~
X  – матрица, состоящая из строк 

 mjjjj xxx ,2,1, x  матрицы X , которая соответствует неактивным 

ограничениям переменных ( jijiji tzs ,,,  , nj 1 ); 

 – вектор правой части двойственной задачи;  

   mmkj yyyy 211



y  – вектор множителей Лагранжа, соответст-

вующий столбцам ограничений  в форме 

равенств UZX   (
ii uXz  , ni 1 ); 





m

k

kkj
T

j yx
1

,yx  – скалярное произведение;  

  – параметр регуляризации по А.Н.Тихонову [28]; 

o  – логическая переменная продолжения цикла. 

Когда множества V  и Q  получены, Q  является дополнением V  до мно-

жества всех индексов  nQV ;;2;1  . 

Таблица 1 

Алгоритм реконструкции матрицы на основе передачи причинных влияний 
(АРМ) 

1:  Input: , , , , , , , , ; 

2:  for :=1 to  do 

3:   ; ; 

4:        ; 

5:   ; 

   mmkj bbbb 211



b

   miiimjjii uuuu ,2,1,1, 


u

n m S T U X p  

i n

 000 iz  000 w

TRUEo
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6:   1910MaxFloat   

7:   while( ) 

8:    ; ; 

9:    ; 

10:    ; 

11:    if  then 

12:    

 ; 

13:     ; 

14:     ; 

15:    endif 

16:  
  ; 

17:    ; 

18:    if( ( )OR( )OR(

))then 

19:     ; 

20:    endif 

21:    ; 

22:    0.5  ; 

23:   endwhile 

24:  endfor 

25:  Output: . 

4. Эксперимент. Реализуемость предлагаемого подхода была проверена на 

тестовых примерах, параметры которых приведены в таблице 2. Мы провели 

численный эксперимент и сравнили результаты по коэффициентам схожести для 

полученных результатов по вектору отклика, вектору воздействия и собственно 

реконструированной матрицы. Матрица реконструировалась при ограничениях 

для узлов на параметры функционирования модели (столбцы 6 и 7 табл. 2) в за-

данном диапазоне изменений значений элементов матрицы (столбец 8 табл. 2). 

Как показано в табл. 3, алгоритм реконструировал матрицы в заданных парамет-

рах с допустимыми показателями схожести. Коэффициент схожести рассчиты-

вался путем вычисления проекции соответствующего результирующего вектора 

на исходный вектор. 

o

 000 c  000 y

    pwtzpwszjQ jjijijjiji  ,,,,

  QnV \,,2,1 

V

  


















Vk

jkki

Qk

jkkjij xzxcubmj ,,,,1:1

  1~~ 
 XXby

T

   T
jjij zcVj yx


,

1
1:

 

 










pwtztz

pwszzs
wQj

jjijiji
T

jji

jjiji
T

jjiji
j

,,,,

,,,,

if,1

if,1
:

yx

yx

FALSEo

:1 nj   jij sc ,  jij tc , jw

TRUEo

cz i

Z
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Таблица 2 

Параметры тестовых моделей 

№ Источник Наименование модели 
Демпинг-

фактор   

Ограничения для узлов 

на параметры 

функционирования 
модели: 

Ограничения 

на диапазон 

значений 

весов  

на дугах 0iu   0ix   

1 2 3 5 6 7 8 

1.  [29] Преступление  

и наказание, 7x7 

1,0 3 4, 6, 7 0,5b   1 

1,5c   2 

2.  [30] Южная Корея, 31x31 0,4 8, 20, 23, 29, 30 - 

3.  [31] Обмен информацией  

в ритейле, 41x41 

0,25 30 7, 9, 

29, 37 

4.  [32] Корпоративный 

менеджмент, 75x75 

0,2 1,2,59,60,62,63, 

65-75 

 

5.  [33] Инженерное 

образование, 15x15. 

0,2 6,7,13,15 12 

1
 b  – коэффициент нижней границы ограничений для значений переменных 

2
 c  – коэффициент верхней границы ограничений для значений переменных 

Таблица 3 

Результаты, полученные для тестовых моделей 

№ Источник Наименование модели 

Коэффициент схожести 

вектора 

отклика 

вектора 

управления 

реконструированной 

матрицы 

1 2 3 6 7 8 

6.  [29] Преступление и наказание, 

7x7 

0,998578 0.978479 0,909535 

7.  [30] Южная Корея, 31x31 0,999772 0.998739 0,957863 

8.  [31] Обмен информацией  

в ритейле, 41x41 

0,998603 0.993521 0,950762 

9.  [32] Корпоративный менеджмент, 

75x75 

0,999681 0.996544 0,976193 

10.  [33] Инженерное образование, 

15x15. 

0,999572 0.994686 0,917693 

5. Анализ полученных результатов. Оценка технических параметров алго-

ритма приведена ниже. 

5.1. Теорема сходимости итерационного процесса алгоритма реконст-

рукции матрицы. Задача минимизации матричной нормы, согласованной с Евк-

лидовой векторной нормой распадается на n  задач для каждой строки iz , ni 1  

матрицы Z : 

2
mini z ; ii uXz  ; iii tzs  .                                 (10) 
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Функция Лагранжа для задачи (10) имеет вид 

          minL
2

2
1  

iiiiiiiiii μtzμzsyXzuz . 

Решение задачи (10) может быть найдено с помощью следующего итераци-

онного процесса 

     

   

   

   

   
































































.if
,if,ˆ

,if,0ˆ

,if
,if,ˆ

,if,0ˆ

,ˆ

,ˆˆˆˆ1

,,2
1

,

,,,,,

,,,,

,,2
1

,

,,,,,

,,,,

kikiki

ikkikikiki

ikkikiik

kikiki

ikkikikiki

ikkikiik

ii

T
iiii

T
i

tsz
ptztz

ptz

tsz
pszsz

psz

0Xzu

zμμyXz

              (11) 

Теорема 1. Если набор индексов 
         ptzkpszkA r

kiki
r
ki

r
kiki

r
kir ,,,,,,1   ограничений в виде неравенств 

оценивается как неактивный, то итерационный процесс (11) сходится в области 

безусловной оптимизации к решению iz~  задачи (10) не медленнее, чем со скоро-

стью геометрической прогрессии. 

Доказательство. Пусть приближение 
 1~ r
iz  на итерации 1r  состоит толь-

ко из компонент, которые не обретают свои значения из активных ограничений 
 

ki
r
ki sz ,

1
,   или  

ki
r
ki tz ,

1
,  . Такой вектор удовлетворяет уравнению: 

        r
i

TTr
i

r
i zXyz ~~~1 11   . 

Решение iz~  задачи (A) из тех же компонент удовлетворяет аналогичному 

уравнению, так что их разность удовлетворяет уравнению (матрица X
~

 состоит из 

соответствующих строк): 

          ir
i

TT

i
r

ii
r

i zzXyyzz ~~~~~1 11   .                      (12) 

Отделим компоненты, получающие значения  
ki

r
ki sz ,

1
,   или  

ki
r
ki tz ,

1
,   из 

активных ограничений, путем корректировки правой части iu  в уравнении: 

 
i

r
i uXz 1 , 

где разность приближения 
 1~ r
iz  и решения iz~  удовлетворяет уравнению: 

   0Xzz  ~~~ 1
i

r
i .                                                  (13) 

Подставляя соотношение (12) в (13), получим: 

          XzzXXyy0Xzz
~~~~~~~~1 11

i
r

i
TT

i
r

ii
r

i   , 

Из этого следует, что 

        11 ~~~~~   XXXzzyy
T

i
r

i

T

i
r

i
, 
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                  






 
 TT

i
r

ii
r

i
TT

i
r

ii
r

i XXXXEzzzzXXXXzzzz
~~~~~~~~~~~~~~~~1

111 . 

В итоге получаем: 

         






 
 TT

i
r

ii
r

i XXXXEzzzz
~~~~~~1~~ 111 . 

Представим норму разницы в следующем виде: 

          T

i
s

ii
s

ii
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Если, применительно к единственной паре векторов воздействия и отклика, 

выдерживается условие нормирования 1
~~

 xxXX
TT , то матричная норма 
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XXXXE
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Таким образом, мы имеем: 
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Если выбрать 410 n , то   1110 41



qn  независимо от s , 

что означает сходимость приближения к решению не медленнее, чем со скоростью 

геометрической прогрессии: 

   
i

s
ii

s
i q zzzz ~~~~ 1  , 10  q . 

Доказательство завершено. 

Замечание.  Заметим, что при 0  выход в область безусловной оптими-

зации означает воспроизводство последней итерации, как это имеет место для за-

дач квадратичного программирования с линейными ограничениями. 

5.2. Автоматизация установки параметра регуляризации в задаче опти-

мизации. Выбор и настройка подходящего параметра регуляризации является 

сложной и трудоемкой задачей, требующий соответствующих профессиональных 

знаний. Предложенный алгоритм выполняет автоматическую операцию его под-

бора: 0.5  . Параметр регуляризации имеет критическое значение для сходи-

мости алгоритма в области безусловной оптимизации. При этом значение пара-

метра   ограничено своим естественным порогом 0   (Теорема 1). Стартовое 

значение  , при котором решение сходится, имеет сравнительно высокие значе-
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ния (
5 1810 10 ). Однако эти значения могут определяться одной единственной из 

задач квадратичного программирования. Тем не менее, эти высокие значения 

имеют принципиальный характер. При уменьшении их вдвое сходимость сущест-

венно замедляется или может вообще отсутствовать (не достигается правило оста-

новки). Поскольку решаются задачи квадратичного программирования, то количе-

ство итераций не превышает 10 итераций. 

5.3. Время работы алгоритма. Для всех исследованных примеров на одном 

ядре Intel Pentium процессора CPU 4417U 2.300 ГГц время решения алгоритма не 

превышало 1 сек. для обеих стратегий (табл. 4). Это вполне приемлемо для приня-

тия управленческих решений, не требующих сверхбыстрой реакции. 

Таблица 4 

Время работы алгоритма на тестовых моделях при разных стратегиях 

вычисления параметра регуляризации   

Модель 
Размерность 

матриц 

Достигнутое 

значение параметра 

регуляризации   

Время выполнения в сек. 

при стратегии 

const   const   

1 75 75  55 10  0,1896 0,1898 

2 31 31  85 10  0,0351 0,0358 

3 15 15  55 10  0,0231 0,0239 

4 7 7  55 10  0,0502 0,0153 

5 41 41  55 10  0,1104 0,0632 

Заключение. В настоящем исследовании мы показываем, что результаты 

вычислительных экспериментов решения задачи реконструкции матрицы смежно-

сти причинных графовых моделей в отсутствии наблюдаемых переменных с ис-

пользованием разработанного алгоритма показали, что алгоритм эффективно ре-

конструирует матрицы в заданных параметрах с допустимыми показателями схо-

жести. Доказана сходимость приближения к решению алгоритма реконструкции 

матриц не медленнее, чем со скоростью геометрической прогрессии. С техниче-

ской точки зрения, преимуществом алгоритма является реализация инструмента 

автоматической настройки параметра регуляризации  , пригодного для пользова-

телей без предварительных математических знаний. 
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Т.В. Шушкевич, А.А. Морозов, И.И. Турулин 

АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ (ОКОН) И ИХ 

АППРОКСИМАЦИЙ ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ НА ИХ ОСНОВЕ 

УПРАВЛЯЕМЫХ РЕКУРСИВНЫХ ФИЛЬТРОВ НИЖНИХ ЧАСТОТ  

С КОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Существуют различные типы весовых функций, так называемых окон, при цифровой 

обработке сигналов, такие как прямоугольное (окно Дирихле), треугольное (окно Барт-

летта), окно Валле – Пуссена, окно Кайзера – Бесселя, окна Барсилона – Темеша, окна Хан-

на, Бохмана, Блэкмана, Гаусса (Вейерштрасса), Дольфа – Чебышева, Хэмминга и многие 

другие и идеальные характеристики стандартных фильтров, таких как фильтры нижних 

и верхних частот, полосовые фильтры. Целью данной обзорной статьи является опреде-

ление наиболее подходящей весовой функции для реализации на её основе управляемого ре-

курсивного фильтра нижних частот с конечной импульсной характеристикой. В данной 

статье представлен анализ лишь некоторых из вышеперечисленных окон и их аппроксима-

ций, а именно окна Дольфа – Чебышева, окна Гаусса (Вейерштрасса) и окна Хэмминга. 

Помимо анализа, был рассмотрен синтез рекурсивных цифровых фильтров с КИХ для весо-

вой обработки данных на основе выбранных окон и их аппроксимаций. Рассмотрен метод 

синтеза окон Дольфа-Чебышева. Рассмотрена реализация окна Гаусса (Вейерштрасса). 

Рассмотрены способы аппроксимации окна Хэмминга и методы и несколько алгоритмов 

разработки фильтров с конечной импульсной характеристикой в виде данного окна. Про-

изведено оценивание взаимосвязи между параметрами быстрых окон, выбранных для ана-

лиза, от максимального уровня боковых лепестков. На основе полученных данных были сде-

ланы выводы по выбору наиболее подходящих и демонстрирующих наибольшее быстродей-

ствие окон, подходящих для реализации на её основе управляемого рекурсивного фильтра 

нижних частот c конечной импульсной характеристикой. 

Цифровая обработка сигналов (ЦОС); весовая обработка сигналов; фильтр; весовая 

функция (окно); аппроксимация; импульсная характеристика (ИХ); амплитудно-частотная 

характеристика (АЧХ); конечная импульсная характеристика (КИХ).  
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