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А.Г. Клово, А.А. Илюхин, Г.В. Куповых, И.А. Ляпунова  

ОБОБЩЕННЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ И 

СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ ВНУТРЕННИМИ 

ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

При решении задач, связанных с исследований прочностных свойств различных конст-

рукций, часто используются некоторые наборы тригонометрических (синусы или косинусы), 

а также гиперболических функций, которые циклично при взятии производных последова-

тельно переходят друг в друга. Эти наборы состоят из двух функций, причем последняя из 

этих функций при дифференцировании переходит в первую, взятую соответственно со зна-

ком «плюс» (тригонометрическая система первого типа) или «минус» (тригонометрическая 

система второго типа). Тригонометрические и гиперболические функции также использу-

ются при решении многих прикладных задач, математические модели которых содержат 

вторые производные по пространственным переменным. Если математическая модель со-

держит производные четвертого порядка по пространственным переменным, то при реше-

нии соответствующих задач можно использовать функции, четвертые производные кото-

рых пропорциональным этим функциям. Известен ряд работ по общей теории систем функ-

ций, где описаны обобщенные тригонометрические системы (ОТС) функций, производные 

определенного порядка которых пропорциональны этим функциям. В данной работе эта 

теория развивается в направлении исследования квадратичных форм функций, составляю-

щих ОТС. Показано, что квадратичные формы функций ОТС могут сами по себе являться 

функциями ОТС того же порядка (первого или второго типов). Полученные тождества и 

созданная теория используется для решения спектральных задач для оператора четвертого 

порядка для функций с определенными условиями. Специфика рассматриваемых задач заклю-

чается в том, что помимо стандартных граничных условий имеются дополнительные усло-

вия на внутренней границе. Эти условия недостаточны для того, чтобы автономно решать 

задачу в каждой отдельной области в которых заданы исследуемые функции. Использование 

установленных в работе свойств ОТС позволяет решать такие задачи во всей рассматри-

ваемой области. 

Дифференциальный оператор; спектр; обобщенные тригонометрические системы; 

внутренняя граница; собственные функции; собственные значения; самосопряженность; 

ортонормированность. 
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A.G. Klovo, A.A. Ilyukhin, G.V. Kupovykh, I.A. Lyapunova  

GENERALIZED TRIGONOMETRIC SYSTEMS AND SPECTRAL TASKS 

WITH ADDITIONAL INTERNAL BOUNDARY CONDITIONS 

When solving problems related to the study of the strength properties of various structures, 
some sets of trigonometric (sine or cosine), as well as hyperbolic functions are often used, which 
cyclically pass into each other when taking derivatives. These sets consist of two functions, and the 
last of these functions, when differentiating, passes into the first, taken respectively with a plus sign (a 
trigonometric system of the first type) or a minus sign (a trigonometric system of the second type). 
Trigonometric and hyperbolic functions are also used in solving many applied problems, whose 
mathematical models contain second derivatives in spatial variables. If the mathematical model con-
tains fourth-order derivatives with respect to spatial variables, then when solving the corresponding 
problems, it is possible to use functions whose fourth derivatives are proportional to these functions. 
There are a number of works on the general theory of systems of functions, where generalized trigo-
nometric systems (GTS) of functions are described, the derivatives of a certain order of which are 
proportional to these functions. In this paper, this theory is developed in the direction of studying the 
quadratic forms of the functions that make up the GTS. It is shown that the quadratic forms of GTS 
functions can themselves be GTS functions of the same order (of the first or second types). The ob-
tained identities and the created theory are used to solve spectral problems for a fourth-order opera-
tor for functions with certain conditions. The specificity of the problems under consideration is that in 
addition to the standard boundary conditions, there are additional conditions on the inner boundary. 
These conditions are not sufficient to independently solve the problem in each separate domain in 
which the functions under study are specified. The use of the GTS properties identified herein allows 
us to solve such problems in the entire area under consideration. 

Differential operator; spectrum; generalized trigonometric systems; internal boundary; 
eigenfunctions; eigenvalues; self-conjugacy; orthonormality. 

Введение. Академик А.Н. Крылов [1 с. 30] для расчета закритического поведе-
ния конструкций использовал функции, четвертые производные которых пропор-
циональны самой функции. В работах [2–6] эти же функции использовались для 
решения других прочностных задач. Свойства таких систем функций было исполь-
зовано в работах [7– 8] для исследования вопросов разрушения кварцевых резонато-
ров. В частности, при решении спектральных задач с внутренними граничными ус-
ловиями использовался метод промежуточных задач Вайнштейна [9–13]. 

В работе [14] введено понятие обобщенной тригонометрической системы 
(ОТС). Это набор определенного числа функций, которые при дифференцирова-
нии последовательно переходят друг в друга. При этом производная от последней 
функции переходит в первую, взятую со знаком плюс (ОТС первого типа) или со 
знаком минус (ОТС второго типа). Кроме того, для функций ОТС требуется вы-

полнение начальных условий. При 0x   все функции системы равны 0, а послед-

няя функция равна 1. Интегральные свойства функций этих систем четного поряд-
ка в этой работе были сформулированы в [14] интуитивно и соответствующие 
формулы доказаны путем дифференцирования левой и правой их частей. 

В работах [15–20] проведены исследования дифференциальных свойств 
обобщенных тригонометрических систем и их квадратичных форм. В итоге по-
строена тригонометрия ОТС произвольного порядка, показана специфика систем 
четного и нечетного порядков. Изучение свойств матриц квадратичных форм, их 
преобразований при взятии производной квадратичной формы позволило вывести 
серию интегральных свойств ОТС. 

В настоящей работе изучаются дополнительные свойства обобщенных три-
гонометрических систем, связанные с исследованием их квадратичных форм. По-
лученные свойства позволяют, не используя методы промежуточных задач, при-
ступить напрямую к изучению спектральных свойства оператора дифференциро-
вания порядка 4 с условия на внешней и внутренней границах.  
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Определение функций ОТС порядка 4. Для построения теории ОТС чет-

вертого порядка дадим следующие определения. 

Определение 1. Функции 
1( )x , 

2( )x , 
3( )x , 

4( )x , такие что 

 1 2( ) ( )x x  ,  2 3( ) ( )x x   ,  3 4( ) ( )x x   ,  4 1( ) ( )x x  , (0) 0i  , 

1,2,3i  , 
4(0) 1   образуют обобщенную тригонометрическую систему порядка 

4 типа 1 (  . . . 4;1о т с ). 

Определение 2. Функции 
1( )x , 

2( )x , 
3( )x , 

4( )x , такие что 

 1 2( ) ( )x x  ,  2 3( ) ( )x x  ,  3 4( ) ( )x x  ,  4 1( ) ( )x x   , (0) 0i  , 

1,2,3i  , 
4(0) 1   образуют обобщенную тригонометрическую систему порядка 4 

типа 2 (  . . . 4;2о т с ). 

Функции  . . . 4;1о т с  и  . . . 4;2о т с  указанными дифференциальными и на-

чальными условиями определяются однозначно. Так как они являются решениями 

дифференциальных уравнений ( ) ( )IVy x y x   соответственно, то несложно напи-

сать явный вид этих функций. Первыми являются функции 

1

sin
( )

2

shx x
x


  , 

 
1

1
( ) sin cos

2 2 2 2 2

x x x x
x ch sh

        
          

        

,  

остальные являются их производными. В то же время мы будем пользоваться 

свойствами ОТС, не связанными с их конкретным видом.  

Тригонометрия функций ОТС порядка 4. В этом разделе для функций ОТС 

четвертого порядка построим теорию, обобщающую школьную тригонометрию. 

Несложно проверить, что функции   . . . 4;1о т с  и  . . . 4;2о т с  образуют фун-

даментальные решений указанных дифференциальных уравнений ( ) ( )IVy x y x  и 

( ) ( )IVy x y x  . Поэтому функция 
1( )x y   представляется в виде 

1 1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y C y x C y x C y x C y x          .  

Отсюда, используя начальные условия функций ОТС, получим  

1 1 4 2 3 3 2 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x y x y          .          (1) 

Аналогично выводится формула 

1 1 4 2 3 3 2 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x y x y                 (2) 

и после дифференцирования формул (1), (2) по одной из переменных получим ос-

тальные формулы сложения. 

Для вывода формул разности аргументов надо исследовать функции ОТС на 

четность и нечетность. Заметим, что в силу фундаментальности   . . . 4;1о т с  и 

 . . . 4;2о т с  и четности их порядка функция 
1( )x   представляется в виде 

1 1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x C x C x C x C x          ,  
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откуда с помощью начальных условий функций ОТС получим  

1 1( ) ( )x x    , 
2 2( ) ( )x x    ,

3 3( ) ( )x x    , 
4 4( ) ( )x x    .      (3) 

Аналогично проверяется, что и для  . . . 4;2о т с  справедливы формулы 

1 1( ) ( )x x    , 
2 2( ) ( )x x   ,

3 3( ) ( )x x    , 
4 4( ) ( )x x   .        (4) 

Правило, что функции ОТС обоих типов с четными номерами являются чет-

ными функциями, а функции с нечетными номерами являются нечетными функ-

циями, остается справедливым для всех ОТС четных порядков. Теперь мы можем 

написать формулы разности аргументов, например, 

1 1 4 2 3 3 2 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x y x y          ,  

1 1 4 2 3 3 2 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x y x y          ,  

Квадратичные формы функций ОТС порядка 4 первого типа. Далее ра-

зовьем теорию квадратичных форм ОТС и соответствующих матриц. 

Рассмотрим квадратичную форму 

2 2 2 2

11 1 22 2 33 3 44 4

12 1 2 13 1 3 14 1 4

23 2 3 24 2 4 34 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ),

x a x a x a x a x

a x x a x x a x x

a x x a x x a x x

         

         

        

           (5) 

порожденную функциями  . . . 4;1о т с . Выясним, при каких обстоятельствах 

квадратичная форма (8) является константой. В этом случае мы получим аналог 

основного гиперболического тождества 
2 2 1ch x sh x  . Исследование формы 

(5) позволит ответить и на ряд других вопросов. 

Матрица 

11 12 13 14

12 22 23 24

0

13 23 33 34

14 24 34 44

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
  
 
 
 

                                            (6) 

соответствует квадратичной форме ( )x , а матрица  

14 11 24 12 34 13 44

11 24 12 13 22 14 23

1

12 34 13 22 23 24 33

13 44 14 23 24 33 34

2

2

2

2

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

   
 

    
   
 

   

                   (7) 

соответствует, как несложно проверить, ее производной ( )x .  

Выясним, при каких обстоятельствах нулевой матрице (7) соответствует не-

нулевая матрица (6). Из равенства 0 элементов на главной диагонали (7) следует 

равенство 0 элементов (6), расположенных на первой и третьей диагоналях выше и 

ниже главной. Каждый из остальных элементов может быть отличен от 0. Если 

11 1a  , то из (7) 
11 24 0a a  , 

24 33 0a a   и поэтому 
24 1a   , 

33 1a  . Отсюда 
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константе равна квадратичная функция 2 2

1 3 2 4( ) ( ) 2 ( ) ( )x x x x     . Аналогич-

но при 
22 1a   мы найдем равную константе квадратичную функцию 

2 2

2 4 1 3( ) ( ) 2 ( ) ( )x x x x     . С учетом начальных условий мы приходим к тож-

дествам (первым интегралам) 

2 2

1 3 2 4( ) ( ) 2 ( ) ( )x x x x     , 

2 2

2 4 1 3( ) ( ) 1 2 ( ) ( )x x x x      .                                    (8) 

В справедливости формул (8) также легко убедиться их непосредственным 

дифференцированием. Анализируя формулы (6)-(7) можно найти первообразные 

для квадратов функций  . . . 4;1о т с . Справедливы формулы (вторым интегралам): 

2

1 1 4 2 3

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4
K x dx K x K x K x K x C  

,                         (9) 

2

2 1 2 3 4

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4

x
K x dx K x K x K x K x C   

,                 (10) 

2

3 2 3 1 4

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4
K x dx K x K x K x K x C  

,                      (11) 

2

4 3 4 1 2

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4

x
K x dx K x K x K x K x C   

.                 (12) 

При взятии производных от левой и правой частей формул (9)-(12) мы при-

ходим к первым интегралам (8). 

Для того, чтобы найти матрицы 
2 , 

3 , 
4  квадратичных форм, соответ-

ствующих последующим производным квадратичной формы ( )x , можно, на-

пример, применить преобразование матрицы (6) в матрицу (7), к самой матрице (7) 

и к созданным при этом матрицам. Поэтому матрицы 

 

 

 

 

13 44 14 23 11 24 33 12 34

14 23 11 24 12 34 22 13 44

2

11 24 33 12 34 13 22 14 23

12 34 22 13 44 14 23 24 33

2 3 2 3

3 2 3 2

2 3 2 3

3 2 3 2

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

     
 

      
     
       

 , 

   

   

   

   

12 34 22 13 44 14 23 11 24 33

22 13 44 14 23 11 24 33 12 34

3

14 23 11 24 33 12 34 22 13 44

11 24 33 12 34 22 13 44 14 23

2 3 4 3 4 4 3

4 3 2 3 3 4 4

4 3 4 2 3 3 4

4 3 4 3 4 2 3

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

      
 

       
      
        

 , 

11 24 33 12 34 22 13 44 14 23

12 34 22 13 44 23 14 11 24 33

4

22 13 44 23 14 33 24 11 34 12

14 23 11 24 33 34 12 44 13 22

2 8 6 6 10 4 8 4 6 10

6 10 2 8 6 6 10 4 8 4

4 8 4 6 10 2 8 6 6 10

6 10 4 8 4 6 10 2 8 6

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

     


      
      

     






 


  

являются матрицами последующих производных квадратичной формы (5), 

т.е. квадратичных форм ( )x , ( )x , ( )IV x . 
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Для нас важно выяснить, может ли квадратичная форма системы ОТС поме-

нять свой тип, т.е. стать функцией ОТС другого типа? Для ответа на этот вопрос 

напишем условия пропорциональности матриц 
4  и 

0 : 

11 24 33 12 34 22 13 44 14 23

11 12 13 14

22 13 44 23 14 11 24 33 33 24 11

22 23 24 33

34 12 44 13 22

34 44

2 8 6 6 10 4 8 4 6 10

2 8 6 6 10 4 8 4 2 8 6

6 10 2 8 6
.

a a a a a a a a a a

a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a

a a a a a

a a

     
   

      
    

  
 

.    (13) 

Заметим, что система (16) распадается на 3 подсистемы: 

11 24 33 11 24 33 33 24 11

11 24 33

2 8 6 4 8 4 2 8 6a a a a a a a a a

a a a

     
  ,             (14) 

12 34 34 12

12 34

6 10 6 10a a a a

a a

 
 ,                                     (15) 

22 13 44 22 13 44 44 13 22

13 22 44

4 8 4 2 8 6 2 8 6a a a a a a a a a

a a a

     
  ,              (16) 

каждая из которых решается независимо от других. При этом мы приходим к 

следующим тождествам для функций ОТС: 

1 1 4 2 3

2 2

2 1 3 2 4

3 1 2 3 4

2 2

4 2 4 1

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2
2 2 2

x x x x
x

x x x x
x

x x x x
x

x x x
x

        
             

        

       
             

       

        
             

        

    
         

    
3 .

2

x  
  
  

                      (17) 

1 2 3 1 4

2 2

2 3 1

3 3 4 1 2

2

4 4

( ) 2 ,                 
2 2 2 2

                ( ) ,
2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

                ( )
2

x x x x
x

x x
x

x x x x
x

x
x

        
             

        

   
      

   

        
             

        

   2

2 .
2

x   
   

   

          (18) 

Квадратичные формы функций ОТС порядка 4 второго типа. Для функ-

ций  . . . 4;2о т с  также рассмотрим квадратичную форму 
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2 2 2 2

11 1 22 2 33 3 44 4

12 1 2 13 1 3 14 1 4

23 2 3 24 2 4 34 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

B x b x b x b x b x

b x x b x x b x x

b x x b x x b x x

        

         

        

            (20) 

и соответствующую матрицу 

11 12 13 14

12 22 23 24

0

13 23 33 34

14 24 34 44

b b b b

b b b b
B

b b b b

b b b b

 
 
 
 
 
 

. 

Производной квадратичной формы (20) соответствует матрица 

14 11 24 12 34 13 44

11 24 12 13 22 14 23

1

12 34 13 22 23 24 33

13 44 14 23 24 33 34

2

2

2

2

b b b b b b b

b b b b b b b
B

b b b b b b b

b b b b b b b

    
 

   
   
 

   

. 

Проведя аналогичные исследования, получим первые 

2 2

3 1 2 4( ) ( ) 2 ( ) ( )x x x x     , 

2 2

4 2 1 3( ) ( ) 1 2 ( ) ( )x x x x       

и вторые  

2

1 1 4 2 3

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4
x dx x x x x C        

, 

2

2 1 2 3 4

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4

x
x dx x x x x C        

, 

2

2 1 2 3 4

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4

x
x dx x x x x C        

, 

2

4 3 4 1 2

3 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4

x
x dx x x x x C          

интегралы  . . . 4;2о т с , которые также могут быть проверены непосредст-

венным их дифференцированием. 

Исследование производных квадратичных форм функций  . . . 4;2о т с  приво-

дит нас к тождествам: 

1 2 3 1 4

2 2

2 3 1

3 3 4 1 2

2 2

4 4 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) ,
2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) ,
2 2

x x x x
x

x x
x

x x x x
x

x x
x

        
             

        

   
      

   

        
             

        

   
      

   
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1 2 3 1 4

2 2

2 3 1 2 4

3 3 4 1 2

2 2

4 4 2 1

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2 ,
2 2 2 2

( ) 2
2 2 2

x x x x
x

x x x x
x

x x x x
x

x x x
x

        
             

        

       
             

       

        
             

        

    
         

    
3 .

2

x  
  
  

 

Постановка задач на собственные значения. Важную роль в прикладных ис-

следованиях играет решение задач на собственные значения. При этом в техниче-

ских системах могут встречаться не только стандартные условия на внешней грани-

це области. Существенную роль могут играть дополнительные условия во внутрен-

них точках области. При этом условий на этой внутренней границе может быть не-

достаточно для того, чтобы разбить область решения задачи на несколько частей. 

Нашей целью является такая постановка задачи с внутренними граничными усло-

виями, при которой соответствующий оператор сохранит свою положительную оп-

ределенность и самосопряженность. И при этом использование функций ОТС по-

зволяет в ряде случаев получить решение спектральной задачи в явном виде. 

В области D  на оси абсцисс с внешней границей   и внутренней границей 

  рассматривается задача на собственные значения 

( ) ( )IVX x X x                                                   (21) 

с дополнительными условиями на внешней и внутренней границах 

( ) ( ) 0
x x

X x X x
 

   ,                                       (22) 

( ) 0
x

X x

 .                                                   (23) 

При  ;lD D l l    задача (21)-(22) без внутренних граничных условий явля-

ется известной. При наличии граничных условий на внутренней границе решение 

задачи (1)-(3) определим следующим образом. 

Определение 1. Функция ( )X x , удовлетворяющая во внутренних точках 

области D  дифференциальному уравнению (21), в точках внешней границы   

условию (22),  в точках внутренней границы   условию (23) и условиям непре-

рывности производных ( )dX x

dx
, 

2

2

( )d X x

dx
 в области D   (условиям согласова-

ния) называется решением задачи (21)-(23). 

Нами будут рассмотрены следующие задачи на собственные значения: 

 Задача (21)-(23) в области    ,0 ;0 0;lD l l   с внешней границей 

l    и внутренней границей 0   – задача А.  

 Задача (21)-(23) в области    ,0, ;0 0;l hD l h l h     с внешней грани-

цей l h    , 0 h l   и внутренней границей 0   – задача Б. 

Спектральные свойства задач А и Б мы будем сравнивать с задачей (21)-(23) 

в области  ;lD D l l    – базовой задачей. 
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Решение базовой задачи. В области  ;l l  на оси абсцисс с внешней грани-

цей l    рассматривается задача на собственные значения (21) с дополнитель-

ными условиями на внешней границе (22). Несложно проверить, что и в данном 

случае оператор 
4

4

d
L

dx
  с этими граничными условиями является положительно 

определенным и самосопряженным. Следовательно, для базовой задачи существу-
ет полная ортонормированная система собственных функций (п.о.н.с.). 

Общее решение уравнения (21) запишем в виде линейной комбинации фун-
даментальной системы решений 

       4 4 4 4
1 1 2 2 3 3 4 4( )X x C x C x C x C x           . 

Если эта функция удовлетворяет граничным условиям (22), то мы приходим 
к СЛАУ для определения постоянных 

       

       

       

       

4 4 4 4
1 3 2 4 3 1 4 2

4 4 4 4
1 4 2 1 3 2 4 3

4 4 4 4
1 3 2 4 3 1 4 2

4 4 4 4
1 4 2 1 3 2 4 3

0,

0,

0,

0.

C l C l C l C l

C l C l C l C l

C l C l C l C l

C l C l C l C l

   

   

   

   

        

        



       

        


          (24) 

Система (24) распадается на две подсистемы 

   

   

4 4
1 3 3 1

4 4
1 4 3 2

0,

0

C l C l

C l C l

 

 

    



   


                                    (25) 

и  

   

   

4 4
2 4 4 2

4 4
2 1 4 3

0,

0.

C l C l

C l C l

 

 

    



   


                                        (26) 

При этом набор собственных значений базовой задачи состоит из значений 

 1n , n N , порождаемых системой (25) и соответствующих нечетным собст-

венным функциям базовой задачи, а также значений  2n , n N , порождаемых 

системой (26) и соответствующих четным собственным функциям этой задачи 

Первая группа собственных значений  1n  удовлетворяет уравнению 

       4 4 4 4
1 4 2 3l l l l        или, с учетом вида функций  . . . 4;1о т с , 

уравнению 4 4th l tg l  , корни которого  1n  обладают свойством 

4

1lim 0
4

n
n

n

l l

 




  
       

. 

Вторая группа собственных значений  2n  порождается системой (26) и 

удовлетворяет уравнению        4 4 4 4
1 2 3 4l l l l        или уравнению 

4 4th l tg l   , корни которого  2n  обладают свойством 
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4

2lim 0
4

n
n

n

l l

 




  
        

. 

Собственным значениям  1n  соответствуют собственные функции базовой 

задачи        4 4 4 4
1 1 1 1 3 1 3 1n n n nl x l x       , которые после нормирования 

приводятся к виду 

 
 

 
 
 

 
4 4

1 1 3 1
4 4

1 1 3 1
4 4

3 1 1 1

1 n n

n n

n n

l l
x l

l l l

 
 

 

  
   
   
 

. 

Собственным значениям  2n  соответствуют собственные функции базовой 

задачи        4 4 4 4
2 2 2 2 4 2 4 2n n n nl x l x        и после нормирования 

       

    

4 4 4 4
2 2 2 2 4 2 4 2

4 4
1 2 3 20,5

n n n n

n n

l x l x

l l l

   

 

   

 

. 

Решение задачи А. В области    ,0 ;0 0;lD l l   на оси абсцисс с внешней 

границей l    и внутренней границей 0   рассматривается задача на собст-

венные значения (21) с дополнительными условиями на внешней границе (22) и на 

внутренней границе (23). Несложно проверить, что и в данном случае оператор 
4

4

d
L

dx
  с этими граничными условиями является положительно определенным и 

самосопряженным. Следовательно, для задачи А существует полная ортонормиро-

ванная система собственных функций (п.о.н.с.), которую мы построим в явном виде. 

Общее решение уравнения (21) в рамках задачи А представляется в виде 

     

     

4 4 4
1 1 2 2 3 3

4 4 4
1 1 2 2 3 3

,  0,
( )

,     0 . 

C x C x C x l x
X x

C x C x C x x l

  

  





        


 
      



         (27) 

В самом деле, слагаемое, содержащее  4
4 x  из общего решения (21) 

должно отсутствовать в силу равенства 0 решения задачи (21)-(23) при 0x  . 

Кроме того, в силу определения 1 коэффициенты при  4
3 x  и  4

2 x  

должны совпадать в силу непрерывности при 0x   первых и вторых произ-

водных. 

Следовательно, нам остается потребовать выполнения условий (22) для 

функции (43). Это приводит к нахождению ненулевых решений 
1C , 

1C , 
2C , 

3C  

системы 
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     

     

     

     

4 4 4
1 3 2 4 3 1

4 4 4
1 4 2 1 3 2

4 4 4
1 3 2 4 3 1

4 4 4
1 4 2 1 3 2

                   0,

                   0,

                   0,

                   0.

C l C l C l

C l C l C l

C l C l C l

C l C l C l

  

  

  

  









      

      



     

      


                   (28) 

С одно стороны, можно непосредственно вычислить определитель этой сис-
темы, приравнять к 0 и получить уравнение 

               24 4 4 4 4 4 4
2 3 1 4 4 1 3 0l l l l K x l l             ,   (29) 

а с другой стороны, применяя метод Гаусса, можно записать СЛАУ (28) в виде 

     

      
     

     

4 4 4
1 3 2 4 3 1

2 4 4 4
2 4 1 3

4 4 4
1 3 2 4 3 1

4 4 4
3 2 3 1 4

                   0,               

                   0,    

                   0,          

                   

C l C l C l

C K x l l

C l C l C l

C l l l

  

  

  

   





      

  

     

      4 0.              l








 


        (30) 

Пусть в уравнении (29) первый множитель равен 0. Соответствующие собст-

венные значения  1n , n N  совпадают с серией собственных значений базовой 

задачи, соответствующих нечетным собственным функциям.  В этом случае по-

следнее уравнение в (30) выполнено всегда, например, при 
3 1C  . Множители в 

(29) одновременно в 0 обратиться не могут, поэтому из второго уравнения (30) 

получим 
2 0C  . Теперь из первого и третьего уравнений этой СЛАУ получим  

 
 

4
1 1

1 1
4

3 1

n

n

l
C C

l





 


  


 

и соответствующие собственные функции пропорциональны нечетным функциям 

       

       

4 4 4 4
3 1 1 1 1 1 3 1

1
4 4 4 4

3 1 1 1 1 1 3 1

,  0,
( )

,     0 . 

n n n n

n

n n n n

l x l x l x
X x

l x l x x l

   

   

      


 
     


 

Нечетные собственные функции базовой задачи и задачи А совпадают, по-
этому нормированные функции совпадают и записываются в виде 

 
 

 
 
 

 
4 4

1 1 3 1
4 4

1 1 1 3 1
4 4

3 1 1 1

1
( )

n n

n n n

n n

l l
X x x l

l l l

 
 

 

  
    
   
 

,                (31) 

при этом 2

1 1

l

n

l

X dx


 . 

Пусть теперь в уравнении (29) второй множитель равен 0. Соответствующие 

собственные значения  2n , n N  совпадают с корнями уравнения 

     2 4 4 4
4 1 3 0K x l l      или    4 4cos 1ch x l    . В системе (46) в 

этом случае 
3 0C   и можно взять 

2 1C  . Тогда  
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 
 

4
4 1

1
4

3 1

n

n

l
C

l











,  
 

4
4 1

1
4

3 1

n

n

l
C

l








 


 

и соответствующие собственные функции пропорциональны четным, как неслож-

но проверить, функциям 

       

       

4 4 4 4
3 2 1 2 4 2 2 2

2
4 4 4 4

3 2 1 2 4 2 3 2

,  0,
( )

,     0  

n n n n

n

n n n n

l x l x l x
X x

l x l x x l

   

   

       


 
     


 

и они также могут быть нормированы. 

Решение задачи Б. В области    ,0, ;0 0;l hD l h l h     на оси абсцисс с 

внешней границей l h     и внутренней границей 0   рассматривается задача 

на собственные значения (21) с дополнительными условиями на внешней границе 

(22) и на внутренней границе (23). В этом случае, также, как и в предыдущих, не-

сложно проверить путем непосредственного интегрирования по частям положитель-

ную определенность и самосопряженность соответствующего оператора. 

В данном случае поставленной задачи, удовлетворяющее внутреннему гра-

ничному условию (3) и уравнению (1) во внутренних точках 
,0,l hD , можно пред-

ставить в виде 

     

     

4 4 4
1 1 2 2 3 3

4 4 4
1 1 2 2 3 3

,  0,
( )

,     0 . 

C x C x C x l h x
X x

C x C x C x x l h

  

  





         


 
       



 

Выполнение условий (22) приходит к системе 

     

     

     

4 4 4
1 3 2 4 3 1

4 4 4
1 4 2 1 3 2

4 4 4
3 3 2 4 3 1

( )                            ( ) ( ) 0,

( )                             ( ) ( ) 0,

                            ( ) ( ) ( ) 0

C l h C l h C l h

C l h C l h C l h

C l h C l h C l h

  

  

  







         

        

        

     4 4 4
4 4 2 1 3 2

,

                           ( ) ( ) ( ) 0.C l h C l h C l h  








         


 

Условие равенства нулю ее определителя преобразуется к уравнению 

        
      

        
      

4 4 4 4
1 4 2 3

2 4 4 4
4 1 3

4 4 4 4
1 4 2 3

2 4 4 4
4 1 3

 ( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) 0

l h l h l h l h

l h l h l h

l h l h l h l h

l h l h l h

   

  

   

  

        

       

         

       

             (32) 

Корни  n , n N  уравнения (32) при 0h   совпадают с корнями уравне-

ния (29). С помощью формул (18) запишем уравнение (32) в виде 

    

    

4 4
4 3

4 4
4 3

     2 ( ) 1 2 ( )

 2 ( ) 1 2 ( ) 0.

l h l h

l h l h

 

 

       

        

               (33) 
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Заключение. В работе исследованы свойства квадратичных форм функций 
ОТС. Введено понятие задачи с дополнительными условиями на внутренней гра-
нице. Показана возможность постановки задач с такими условиями, при которых 
изучаемый оператор является положительным и самосопряженным. Это позволяет 
напрямую исследовать спектральные свойства соответствующих операторов.  
В ряде случаев, опираясь на полученные свойства квадратичных форм ОТС, при-
ведены примеры решения таких задач в явном виде и получены полные ортонор-
мированные системы собственных функций таких операторов. Разработанные ме-
тоды могут быть полезны для решения более сложных прикладных задач.  
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