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С.Г. Буланов 

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ЖЕСТКИХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Предложен метод анализа устойчивости в смысле Ляпунова систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Метод базируется на критериях устойчивости в виде необхо-

димых и достаточных условий, полученных на основе векторно-матричных преобразований 

разностных схем численного интегрирования. Представлены разновидности критериев в 

мультипликативной, аддитивной и матричной форме. Конструкция критериев влечет воз-

можность их программной реализации. Для повышения достоверности анализа устойчиво-

сти приближения решения, входящего в конструкцию критериев, находятся на основе кусоч-

но-интерполяционной аппроксимации полиномами Лагранжа, преобразованными к форме с 

числовыми коэффициентами. Проведен программный и численный эксперимент по анализу 

устойчивости модели периодической реакции Белоусова-Жаботинского, относящейся к клас-
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су жестких систем, при заданных начальных условиях. Анализ выполняется на основе пред-

ставленных критериев и по результатам работы программы однозначно определяется ха-

рактер устойчивости в режиме реального времени. На основе результатов эксперимента 

можно утверждать, что замена разностных приближений решения на кусочно-

интерполяционные приближения повышает достоверность анализа устойчивости, сокраща-

ет время исследования, позволяет определять асимптотические свойства решения. В целом 

предложенный подход является альтернативой методам качественной теории дифференци-

альных уравнений и дает возможность в режиме реального времени достоверно установить 

характер устойчивости жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Устойчивость по Ляпунову; анализ устойчивости жестких систем; решение жест-

ких систем. 

S.G. Bulanov 

STABILITY ANALYSIS OF RIGID SYSTEMS OF ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

A method for analyzing stability in the sense of Lyapunov for systems of ordinary differential 

equations is proposed. The method is based on stability criteria in the form of necessary and suffi-

cient conditions obtained on the basis of vector-matrix transformations of difference numerical 

integration schemes. The varieties of criteria in multiplicative, additive and matrix form are pre-

sented. The design of the criteria implies the possibility of their programmatic realization. To in-

crease the reliability of the stability analysis, the approximations of the solution included in the 

construction of the criteria are based on piecewise interpolation approximation by Lagrange pol-

ynomials converted to a form with numerical coefficients. A programming and numerical experi-

ment is carried out to analyze the stability of the Belousov-Jabotinsky periodic reaction model, 

which belongs to the class of rigid systems, under given initial conditions. The analysis is carried 

out on the basis of the presented criteria and the results of the program clearly determine the na-

ture of the stability in real time. Based on the results of the experiment, it can be argued that re-

placing the difference approximations of the solution with piecewise interpolation approximations 

increases the reliability of the stability analysis, reduces the study time, and makes it possible to 

determine the asymptotic properties of the solution. In general, the proposed approach is an alter-

native to the methods of the qualitative theory of differential equations and makes it possible to 

reliably determine the stability of rigid systems of ordinary differential equations in real time. 

Lyapunov stability; analysis of the stability of rigid systems; solution of rigid systems. 

Введение. Анализ устойчивости по Ляпунову систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (ОДУ) необходимо производить при решении задач мно-

гих разделов механики, физики, теории автоматического регулирования, теории 

сложных систем [1–3]. С целью анализа, как правило, используются методы каче-

ственной теории устойчивости [4, 5]. В частности, эти методы используются при 

управлении движущимся объектом, для стабилизации движения спутника, при 

создании математических моделей механических систем с тонкостенными конст-

рукциями, при управлении технологическими процессами, при выборе технологи-

ческих параметров микросхем. Анализ устойчивости необходим при моделирова-

нии управления движением роботов, при создании авиационных и высотных 

строительных конструкций, в гидродинамике и химической кинетике, синергети-

ке. Использование компьютерной техники для данного анализа целесообразно для 

ряда технологических, физических, механических, производственных и других 

процессов. В частности, теория и практика сверхоперативного управления приво-

дит к необходимости достоверного анализа устойчивости средствами вычисли-

тельной техники [6–8]. 

В статье представлен метод, разрабатываемый с целью автоматизированного 

контроля устойчивости. В основе метода лежат критерии устойчивости, получен-

ные на основе векторно-матричных преобразований разностных схем численного 
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интегрирования. Полученная, в ходе компьютерной реализации критериев, ин-

формация должна позволить сделать однозначный вывод о характере устойчиво-

сти исследуемой системы. 

Описание метода. Рассматривается задача Коши для нелинейной системы ОДУ 

),( YtF
dt

dY
 , 

00 )( YtY  .                                            (1) 

Предполагается, что существует 0δ  , при котором выполнены все условия 

существования и единственности для невозмущенного решения на полупрямой 

),[ 0 t  и для каждого его возмущения с начальным вектором из окрестности 

δ
~

00 YY . Функция ),( YtF  определена, непрерывна и непрерывно дифферен-

цируема по t  в области }δ
~

:)(
~

,)(;{: 000  YYtYtYttR . 

В данных условиях величина возмущения решения задачи (1) методом Эйле-

ра в форме с остаточным членом на произвольном промежутке ],[ 0 tt  определя-

ется из соотношения 

ikikik

ikik

iikiik
ikikikik whyy
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YtfYtf
yyyy 




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ikikik qqw  ~ , (2) 

где ikq , ikq~  остаточные члены формулы Тейлора для k -го компонента прибли-

жения [9]. 

Значение ),[ 0  tt  является произвольно фиксированным, при этом индекс 

i  неограниченно растет одновременно с убыванием равномерного шага:  

,1,0,)1/()(,,const 011   iitthttt ii . 

Рекуррентное преобразование (2) влечет 
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i yyYtfYtfD  . 

В рассматриваемых условиях выполняется соотношение [9] 

nkttR k

i
i

,1,),[0lim 0

)(

0 


. 

В [9] установлено, что имеет место 

Теорема 1. Для устойчивости решения задачи (1) необходимо и достаточно, 

чтобы существовало δ0, 11  , такое, что 
00

~
)(

~
,)(

~
YtYtY  , при ограничении 

100

~
YY  выполняется неравенство 

nkttcchD
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Для асимптотической устойчивости необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялось предыдущее утверждение и существовало 
12  , такое, что 

200

~
YY  

влечет 
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i
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.                                 (4) 

Поскольку для ),[ 0  tt , nk ,1  справедливо соотношение  
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то критерии устойчивости (3), (4) можно представить в виде: 
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Критерии (5), (6) позволяют определить характер устойчивости, асимптоти-

ческой устойчивости либо неустойчивости жестких систем ОДУ без использова-

ния методов качественной теории дифференциальных уравнений. Получены раз-

новидности критериев (3)–(6) в матричной форме, на основе линеаризации систе-

мы (1) [10, 11], и в аддитивной форме в результате преобразований выражений 

критериев [12]: 

1
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Конструкция критериев позволяет реализовать их программно и по числен-

ному изменению величины из левой части (5) делать вывод о характере устойчи-

вости исследуемой системы. Это влечет возможность компьютерного анализа ус-

тойчивости в режиме реального времени [13, 14]. С целью уточнения разностных 

приближений возмущенного и невозмущенного решений, необходимых для при-

менения критериев (5), (6) используется метод варьируемого кусочно-

интерполяционного приближения решения системы ОДУ [15, 16]. 

Полином Лагранжа всегда можно представить в виде   ,
0
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При каждом 1i  полагается )()( 11  ikik byay , 
00)( kk yay  . На каждом 

подынтервале из (7) строится кусочно-интерполяционное приближение функции 

правой части (1). Количество подынтервалов 02
k

P   и степень полинома 0n  вы-

бираются так, чтобы было минимальным значение 

|))(,...),(,()(|)( 10
tztztftt jnjknjkjik  , ],[ 1 jj ttt ,  
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где ),...,,()( 10 nknjk yytft  ,  

t

t

njkjkjk

j

dttytz )()(
0

 – полином с числовыми 

коэффициентами, приближающий искомое решение. При этом значения в узлах 

интерполяции на каждом подынтервале первоначально считаются равными значе-

нию в левой границе. 

При каждом j  подынтервал ],[ 1jj tt  из (7) разбивается на 
0n  равноот-

стоящих узлов с шагом 0h : 
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Соответственно приближение правой части примет вид: 

),...,,( 1 pjnpjpjkpjk yytf , 
0

,0 np  , nk ,1 , 

где y  обозначает вычисляемое приближение точного решения y . Далее строится 

полином Лагранжа степени 
0n , который приводится к виду: 
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Полином (8) приближает производную решения задачи (1). Приближение са-

мого решения строится как первообразная от (8) с постоянной, принимающей зна-

чение 
0jky . Приближение решения )(tyk
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Вычисление значений полинома (9) производится по схеме Горнера при 
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Получаемые в процессе компьютерной реализации приближения решения це-

лесообразно принять за новые уточненные значения для последующего интерполи-

рования. Данный рекуррентный процесс позволяет существенно уточнить получен-

ные приближения. Одновременно с приближением решения имеет место непрерыв-

ное на всем рассматриваемом интервале приближение производной от решения. 
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Численный и программный эксперимент. Эксперимент проводился с по-

мощью ПК на базе процессора Intel(R) Core(TM) i5-4460 в среде программирова-

ния Delphi. Написаны программы, реализующие конструкцию критериев (5), (6) 

[17, 18]. В ходе анализа устойчивости жестких нелинейных систем ОДУ для каж-

дого уравнения системы вычисляется значение выражение из левой части крите-

рия (5) и определяется векторная норма, численное поведение которой, определяет 

характер устойчивости системы. Приближенные значения возмущенного и невоз-

мущенного решения, входящие в конструкцию критериев (5), (6) будут находиться 

на основе кусочно-интерполяционного метода. 

В качестве жесткой задачи исследуется модель периодической реакции Бело-

усова-Жаботинского [19] 

)(161.0,))1((27.77,))10375.81((27.77 313123

1

221

6

121 yyyyyyyyyyyy   . (10) 

Система (10) относится к таким, которые затруднительно решить с высокой 

точностью классическими методами. Причина заключается в периодических резких 

скачках на несколько порядков значений решения на коротких промежутках. Реше-

ние таких систем традиционно выполняется с помощью специализированных про-

грамм, например в [19] представлено решение системы (10) с помощью программы 

RODAS, основанной на методе Розенброка. В статье система (10) решается с помо-

щью кусочно-интерполяционного метода с параметрами 20 n  – степень полинома, 

100 k , 02
k  – количество подынтервалов, 01.0  – длина подынтервала. 

Первоначально анализ устойчивости выполняется на основе критериев (5), 

(6) при начальных условиях 1)0(1 y , 2)0(2 y , 3)0(3 y  на промежутке ]1000,0[ . 

В этом случае у системы наблюдаются периодические устойчивые циклы.  

В табл. 1 представлены численные значения нормы (максимальное значение вы-

ражения критерия (5) при nk ,1 ), соответствующие первому скачку на отрезке 

]1000,0[ . Время работы программы 5 мин., 41 с. 

Таблица 1 

Результаты анализа устойчивости системы (10) при начальных условиях  

1)0(1 y , 2)0(2 y , 3)0(3 y   

t 11 13 15 17 19 

norma 3.262 4.693 7.639 16.153 84.062 

t 21 23 25 27 29 

norma 3.986×10
5 

1.843×10
6
 7.682×10

4
 5.567×10

4
 4.034×10

4
 

t 31 33 35 37 39 

norma 2.924×10
4
 2.119×10

4
 1.535×10

4
 1.112×10

4
 8.065×10

3
 

t 41 43 45 47 49 

norma 5.845×10
3
 4.235×10

3
 3.069×10

3
 2.224×10

3
 1.612×10

3
 

Ограниченное изменение значений нормы в соответствии с критерием (5) 

следует трактовать как устойчивость решения системы (10). 

Характер поведения нормы на всем промежутке ]1000,0[  приводится на 

рис. 1. 
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Рис. 1. Колебание значений нормы при анализе устойчивости системы (10)  

с начальными условиями 1)0(1 y , 2)0(2 y , 3)0(3 y  

График решения 
1y  системы (10) представлен на рис. 2. 

 

Рис. 2. Колебание решения 1y  системы (10) при начальных условиях  

1)0(1 y , 2)0(2 y , 3)0(3 y  

Таким образом, на основе критериев (5), (6) достоверно определяется харак-

тер устойчивости жесткой системы (10). Время анализа существенно уменьшится, 

если увеличить длину подынтервала до единицы, за исключением участков вспле-

ска значений решений. 

Далее выполняется анализ устойчивости системы (10) при начальных усло-

виях 4)0(1 y , 1.1)0(2 y , 4)0(3 y . В табл. 2 представлены результаты числен-

ного эксперимента. 

Таблица 2 

Результаты анализа устойчивости системы (10) при начальных условиях  

4)0(1 y , 1.1)0(2 y , 4)0(3 y  

t 1 2 3 4 5 

norma 1.602×10
4
 1.781×10

5
 2.131×10

5
 4.495×10

4
 3.826×10

4
 

t 6 7 8 9 10 

norma 3.257×10
4
 2.773×10

4
 2.361×10

4
 2.009×10

4
 1.711×10

4
 

t 11 12 13 14 15 

norma 1.456×10
4
 1.239×10

4
 1.055×10

4
 8.985×10

3
 7.649×10

3
 

t 16 17 18 19 20 

norma 6.512×10
3
 5.543×10

3
 4.719×10

3
 4.017×10

3
 3.420×10

3
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Как и в предыдущем случае, ограниченные колебания значений нормы сви-

детельствуют об устойчивости решения системы (10). 

Таким образом результаты анализа устойчивости оказались в полном соот-

ветствии с известными оценками [19], что в частности свидетельствует о целесо-

образности применения данного метода на практике. Наряду с данным методом 

возможно применять подходы для оценки характера устойчивости представленные 

в [20–22]. Эти подходы, основаны на построении функций Ляпунова, допускают 

компьютерную реализацию. 

Заключение. Представлен метод анализа устойчивости жестких систем ОДУ 

на основе критериев, полученных в результате векторно-матричных преобразова-

ний разностных схем численного интегрирования. Форма критериев позволяет 

реализовать их программно и тем самым автоматизировать процесс анализа ус-

тойчивости. При выполнении анализа устойчивости жестких нелинейных систем 

ОДУ необходимо находить значение возмущенного и невозмущенного решения с 

высокой степенью точности. Для достижения этой цели в работе используется ме-

тод кусочно-интерполяционного приближения решения и правой части системы 

полиномами Лагранжа с числовыми коэффициентами. Приближения решения, 

получаемые на этой основе, по точности превосходят приближения, получаемые 

на основе разностных методов. В дополнение к точности существенно сокращает-

ся время на вычисление требуемых приближений, что дает возможность прово-

дить анализ устойчивости на промежутках существенно большей длины и уста-

навливать асимптотические свойства исследуемых систем ОДУ. На основе про-

граммного и численного эксперимента достоверно определяется характер устой-

чивости модели периодической реакции Белоусова-Жаботинского при заданных 

начальных условиях. 
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И.О. Шепель 

АЛГОРИТМ КОМПЛЕКСИРОВАНИЯ НЕСКОЛЬКИХ ИСТОЧНИКОВ 

ДАННЫХ В ОБЩУЮ КАРТУ ЗАНЯТОСТИ  

В работе рассматривается проблема построения модели проходимости окружаю-

щего пространства в среде с большим количеством динамических объектов по данным от 

нескольких различных сенсоров. Целью работы является качественное улучшение алгорит-

ма построения карты занятости путем добавления способа обработки данных как от 

существующих алгоритмов детектирования движущихся препятствий, так и от автомо-

бильного радара миллиметрового диапазона. В исследовании решается задача объединения 

данных о статичном окружении и о динамических объектах в одну общую модель прохо-

димости для дальнейшего планирования траектории движения.  Представленная в статье 

модификация алгоритма способна комплексировать данные как карт занятости, постро-

енных по трехмерному облаку точек от любого датчика, так и данные, представленные в 

виде массива трехмерных объектов с известными координатами, размерами и ориентаци-

ей. Комплексирование данных происходит на уровне построения карт занятости и не на-

кладывает дополнительных требований на источник информации о динамических препят-

ствиях. Алгоритм способен уточнять данные о позиции и размерах динамического объекта 

скоростью от радара, что позволяет планировать траекторию с учетом движения дина-

мических объектов. Одновременное использование классического подхода к построению 

карт позволяет обнаруживать препятствия в случае ошибки алгоритма обнаружения 

динамических препятствий. Разработанный алгоритм работает в реальном масштабе 

времени на модуле Jetson AGX Xavier, и протестирован в реальных условиях на мобильной 

робототехнической платформе в автономном режиме. Сформулированы перспективные 

направления дальнейших исследований по улучшению представленного подхода. 

Карта занятости; лидар; радар; облако точек; комплексирование данных; обнару-

жение препятствий; динамический объект; автономное движение. 

I.O. Shepel 

ALGORITHM FOR COMPLEXING MULTIPLE DATA SOURCES  

INTO A SINGLE OCCUPANCY MAP 

The paper deals with the problem of constructing a passability model of   environment with 

a large number of dynamic objects based on data from several different sensors. The aim of the 

work is to improve the algorithm for constructing the occupancy map by adding data from both 

existing algorithms for moving obstacles detection and from millimeter-wave automotive radar. 

The study solves the problem of combining data on static environment and dynamic objects into 

one general passability model for further trajectory planning. The modification of the algorithm 

presented in the article is able to combine data from both occupancy maps based on a three-
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