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А.К. Мельников 

ОГРАНИЧЕНИЕ КОЛИЧЕСТВА РАЗЛИЧНЫХ ОПРОБУЕМЫХ 
ВЕКТОРОВ ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ ВСЕХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОЙ КРАТНОСТИ  
НА МНОГОПРОЦЕССОРНОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЕ 

Статья посвящена нахождению всех целочисленных неотрицательных решений сис-

темы линейных уравнений второй кратности типов, далее с.л.у., методом последователь-

ного опробования векторов на принадлежность к решениям системы. Рассматривается 

количество различных векторов, опробование которых на принадлежности к решениям 

с.л.у. приведет к получению всех решений с.л.у. Вектор опробований с.л.у. состоит из эле-

ментов определяющих число знаков алфавита, имеющих одинаковое число вхождений в 

выборку. С.л.у. связывает между собой число вхождений элементов всех типов в рассмат-

риваемую выборку, мощность алфавита, объём выборки и ограничение на максимальное 

число вхождений знаков алфавита в выборку. Решение с.л.у. является основой расчета 

точных распределений вероятностей значений статистик и их точных приближений ме-

тодом второй кратности, где в качестве точных приближений выступают ∆точные 

распределения, отличающиеся от точных распределений не более чем на заранее заданную, 

сколь угодно малую величину ∆. Величина, выражающая количество опробуемых векторов, 

является одной из величин определяющих алгоритмическую сложность метода второй 

кратности, без знания значения которой нельзя определить параметры выборок, для ко-

торых при ограничениях на вычислительный ресурс могут быть рассчитаны точные рас-

пределения и их точные приближения. Количество различных опробуемых векторов рас-

сматривается в условиях ограничения на максимальное значение числа вхождений элемен-

тов алфавита в выборку, так и без ограничений. Найдены аналитические выражения, по-

зволяющие для любых значений мощности алфавита, объёма выборки и ограничения на 

значение максимального числа вхождений знаков алфавита в выборку вычислять количест-

во опробований различных векторов для получения всех целочисленных неотрицательных 

решений системы линейных уравнений второй кратности типов. Вид полученного анали-

тического выражения для количества опробований векторов позволяет использовать его 

при изучении алгоритмической сложности расчетов точных распределений и их точных 

приближений с заранее указанной точностью ∆. 

Вероятность; точное распределение; точное приближение; система линейных урав-

нений; алгоритмическая сложность; многопроцессорная вычислительная система. 
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A.K. Mеlnikov 

LIMITING THE NUMBER OF DIFFERENT TEST VECTORS TO OBTAIN 
ALL SOLUTIONS OF A SYSTEM OF THE SECOND MULTIPLICITY LINEAR 

EQUATIONS ON MULTIPROCESSOR COMPUTER SYSTEM 

In the paper we consider calculation of all integer nonnegative solutions of a linear equa-

tion system (LES) of the second types order by a method of sequential vector testing. The method 

checks whether a vector is a solution of the LES. We consider different vectors and test if they 

belong to the set of the LES solutions. As a result, after such testing we obtain all solutions of the 

LES. The LES testing vector consists of the elements which are the numbers of some alphabet signs 

with the same number of occurrences in the sample. The LES unites the number of occurrences of 

the elements of all types into the considering sample, the power of the alphabet, the size of the 

sample, and the limitation for the maximum number of occurrences of the alphabet signs into the 

sample. The LES solution is the base for calculation of exact statistics probability distributions 

and their exact approximations by the method of the second types order. Here, the exact approxi-

mations are ∆exact distributions. The difference between the ∆exact distributions and the exact 

distributions does not exceed the predefined arbitrary small value ∆. The number of test vectors is 

one of those which defines algorithmic complexity of the method of second types order. Without it, 

it is impossible to define the parameters of samples, and to calculate exact distributions and their 

exact approximations for limited hardware resource. We consider various test vectors for the lim-

ited maximum number of occurrences of the alphabet signs in the sample, and for the unlimited 

one. We have obtained formulas to calculate the number of tests for various vectors. Here, the 

values of the power of the alphabet, the size of the sample, and the limitations for the maximum 

number of occurrences of the alphabet signs into the sample can be arbitrary. Using the obtained 

formulas, we can get all integer nonnegative solutions of the LES of the second types order. We 

can use the obtained formula for analysis of algorithmic complexity of calculations of exact distri-

butions and their exact approximations with the predefined accuracy ∆. 

Probability; exact distribution; exact approximation; linear equations system; algorithmic 

complexity; multiprocessor computer system. 

Введение. Информационные технологии позволяют рационально использовать 

современные достижения в области развития многопроцессорных вычислительных 

систем (МВС) [1, 2] и средств автоматизации [3] для решения задачи статистического 

анализа последовательностей. Данная задача возникает при распознавании текстов на 

естественных языках [4, 5], обработки информации в дискретных каналах связи [6] и 

при противодействии кибератакам на вычислительные ресурсы [7]. 

Статистический анализ последовательностей при необходимости разделения 

гипотез поводится, в частности при помощи критериев согласия. Для получения 

наибольшей относительной эффективности [8,9] критерия необходимо применять 

точные распределения [10]. Применение распределений отличных от точных на-

пример таких как предельные распределения ведет к потери эффективности обра-

ботки, что выражается в увеличении ложно принятых решений о справедливости 

проверяемых гипотез. 

Расчет точных распределений является вычислительно трудоёмкой задачей 

[11], поэтому для расширения диапазона значений параметров выборок, для кото-

рых возможен расчет точных распределений, наряду с использованием возможно-

стей МВС необходимо модернизировать методы их расчета. Ограничение числа 

опробований при поиске всех решений уравнения второй кратности типов позво-

лит уменьшить алгоритмическую сложность метода расчета точных распределе-

ний и увеличить диапазон параметров выборок для проведения эффективной ста-

тистической обработки последовательностей. 

Метод второй кратности [12] расчета распределений вероятностей значений 

статистик [13], основанный на решении системы линейных уравнений второй 

кратности типов [14], применяется как для расчета точных распределений вероят-
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ностей значений статистик [15], далее точных распределений, так и для расчета их 

точных приближений, отличающихся от точных распределений не более чем на 

заранее заданную, сколь угодно малую величину ∆ (∆-точных распределений [16]). 

Для оценки алгоритмической сложности [17] метода второй кратности при расчете 

точных распределений и их точных приближений, требуется оценить количество 

различных опробуемых векторов, необходимое для нахождения всех решений сис-

темы линейных уравнений второй кратности типов [14]. 

Данная работа посвящена расчету количества различных опробуемых векто-

ров, необходимых для получения всех решений системы линейных уравнений вто-

рой кратности. 

Постановка задачи. Основой применения метода второй кратности для рас-

чета точных распределений [15] является получение всех решений системы линей-

ных уравнений (с.л.у.) второй кратности типов 
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проверкой, опробованием, на возможность быть его решением, а 
),,( nnNL .есть 

количество опробуемых векторов )(i . Опробование может проводится в лексико-

графическом порядке [19, 20], начиная с вектора )1( , 
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 с учетом ограничений, накладываемых видом с.л.у. второй кратности типов. 

Алгоритмическая сложность [17] получения всех решений с.л.у. вида (1) ме-

тодом последовательного перебора напрямую зависит от количества опробуемых 

векторов поэтому получение точной оценки числа опробуемых векторов является 

важнейшей задачей при определении алгоритмической сложности расчета точных 

распределений. 

Применение метода второй кратности [12] для расчета точных приближений 

распределений [16] состоит в нахождении решений с.л.у. с ограничениями вида 
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где r выступает в качестве параметра ограничения и nr  . 

Получение решений с.л.у. вида (2) также проводится методом последователь-

ного перебора в лексикографическом порядке всех векторов 
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с последующей подстановкой в с.л.у. (2) и непосредственной проверкой, опробова-

нием, где 
),,( rnNL .количество перебираемых векторов. 

Особо подчеркнем, что ведется поиск только неотрицательных целочислен-

ных решений с.л.у (1) и (2), т.е. для с.л.у. (1) справедливо 
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Алгоритмическая сложность получения всех 
),,( rnNK
 решений [21] с.л.у. 

вида (2) методом последовательного перебора тоже напрямую зависит от количе-

ства опробуемых векторов 
),,( rnNL  поэтому получение точной оценки числа оп-

робуемых векторов также является важнейшей задачей при определении алгорит-

мической сложности расчета точных приближений. Процедура последовательного 

опробования векторов и получения решений схематично показана на рис. 1. 

 
Рис. 1. Процедура последовательного опробования векторов для получения всех 

решений с.л.у. 

Общая задача состоит в оценке значений 
),,( nnNL  и 

),,( rnNL  для даль-

нейшего использования этих оценок при вычислении алгоритмической сложности 

расчетов точных распределений и их точных приближений. 

Оценка количества опробований. Оценим значение 
),,( rnNL
. Из построе-

ния с.л.у. второй кратности типов (2) координата )(
0
i  есть число не встретивших-

ся знаков ),...,,(
021 iii aaa  алфавита AN={a1, a2, … , aN} в исследуемой после-

довательности (выборке) длины n, составленной из знаков алфавита AN мощности 

N. Следовательно координата )(
0
i  может изменяться от 0 до N. 

Отметим, что N
i


)(
0

 означает тот случай, когда в исследуемой последова-

тельности не встретился ни один из знаков алфавита AN, но это означает то, что 

последовательность не была реализована на практике, либо все её символы из дру-

гого алфавита. Но для общности будем рассматривать и этот случай, т.е. 

N
i


)(
00  . 
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Каждая координата )(i
j , по определению является числом знаков алфавита 

NA , встретившихся j раз, и, исходя из второго уравнения с.л.у. (2), не может пре-

восходить минимума от N и ]/[ jn  

},1|])/[,(min0{
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)(
0   и каждая из них может принимать (N+1) различное 

значение. 

Теперь, исходя из вышесказанного можно сделать вывод, что каждая из коор-
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)1( r , следовательно в соответствии с [22] все вместе они могут принимать 

1)1(  rN  значений. Следовательно верхняя грубая оценка )( ),,(1 rnNLP 
 значе-

ния 
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Последовательно опробуя различные вектора 
)(i  мы можем и раньше найти 

все ),,( rnNK
 [21] решения с.л.у. (2), так как не знаем как они распределены, но 

опробовав все )( ),,(1 rnNLP 
 мы гарантировано получим все решения с.л.у. (2). 

Далее, используя свойства координат )(i
j  векторов решений с.л.у. (2) 
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позволяющее получить более точную, ограниченную оценку 
),,( rnNL  числа оп-

робуемых векторов, при которой не будет потеряно ни одно из целочисленных не-

отрицательных решений с.л.у. вида (2). 

Утверждение. 
При опробовании векторов )},...,,,(|{ )()(
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 , методом после-

довательного перебора количество опробуемых векторов 
),,( rnNL  ограничивает-
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 принимающей следующее значение: 
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где N мощность алфавита },...,,{ 21 NN aaaA  , n длина последовательности 

(объёма выборки) и nr   ограничение на количество переменных с.л.у. (2). 
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Доказательство. 
Попробуем найти для 

),,( rnNL
 более точную оценку )( ),,(2 rnNLP 

. Для 

этого рассмотрим всевозможные соотношения между N, n и r. 

В начале рассмотрим случай nN  . 

При выполнении условия nN   очевидно, что всегда найдется такое мини-

мальное k, что 

 nNk , 

где   остаток от целочисленного деления n на N, а k есть антье от частного от де-

ления n на N  

k=[ n / N ]. 

Рассмотрим диапазон изменений координаты )(
1

i , являющейся числом зна-

ков алфавита NA , встретившихся в исследуемой последовательности только один 

раз. Исходя из второго уравнения в с.л.у. (2) 
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i
  , 

что эквивалентно выражению ])1/[,min(0
)(

1 nN
i
  . 

Тогда при рассматриваемом случае nN   координата )(
1

i  может изменяться 

в диапазоне N
i


)(
10   и, следовательно, )(

1
i  может принимать (N+1) различ-

ных значений. 

Напомним, что при ограничении на число координат },{
)(

nrj
i
j  , при 

которых все остальные },1|{ )( nrji
j   равняются 0 и следовательно могут 

принимать только одно значение. 

Рассмотрим изменение координат },1|{
)(

rj
i
j  . 

Если nrk   то: 

Координаты )...,,( )()(
1

i
k

i   могут изменяться в диапазоне 

},1|0{
)(

kjN
i
j   , так как для },1|{ )( kji

j   в условиях k=[ n / N] и 

},1{ kj   всегда справедливо },1|])/[,(min{ kjNjnN   и каждая коор-

дината может принимать (N+1) различное значение, а все вместе они могут прини-

мать значений (N+1)
k
  значений. 

Следующие kr   координат )...,,( )()(
1

i
r

i
k  

 изменяются в рамках диапазона 

},1|])/[,(min0{
)(

rkjjnN
i
j   , 

а так как 

},1|]/[])/[,(min{ rkjjnjnN   

то значит координаты },1|{
)(

rkj
i
j   могут изменяются в диапазоне 

]/[0
)(
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i
j    и каждая из них может принимать 1]/[ jn  различных значений. 

Тогда все вместе координаты },1|{
)(

rkj
i
j   могут принимать [23] не более 
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При выполнении условия nrk   координаты },1|{ )( nrji
J   вектора 

)},,...,,...,,...,,,(|{ )()(
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i
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iii  
 по определению равны 0, т.е. 

могут принимать единственное значение 

}.,1|0{
)(

nrj
i

J   

Теперь выпишем число различных значений, которое могут принимать все 

координаты )}...,,,...,,,,...,,,(|{ )()(
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)()(
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 при одновре-

менном выполнении условий nN   и nrk  . Это число будет равно произве-

дению числа значений [23], которое могут принимать координаты: )(
0
i , 

},1|{
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i
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i
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i
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i   (N+1) различных значений, 
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i
j    (N+1)

k
 и числа значений, 
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 различных значений, 

 координаты },1|{
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nrj
i
j    единственное нулевое значение. 

Таким образом 

!
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NnrknNLP k

rnN


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.       (5). 

Где в (5) под выражением )},/()({ ),,(2 nrknNLP rnN 
 понимаем 

значение оценки )( ),,(2 rnNLP 
 при выполнении условия ),( nrknN  . 
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При рассмотренных условиях nN   и nrk   выполняется 

kNnrNn  ]/[)],/min([  и выражение (4) из условия утверждения принимает вид,  
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равный выражению (5). 

В рассматриваемом случае nN   при условии nkr   будет следующее: 

Каждая координата )(i
j , по определению являющаяся числом знаков алфа-

вита 
NA , встретившихся j раз, исходя из второго уравнения с.л.у. (2), не может 

превосходить минимума от N и ]/[ jn  
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i
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j   изменяются в диапазоне N

i
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)(
0   и каж-

дая из них может принимать (N+1) различное значение. 

Теперь, исходя из вышесказанного можно сделать вывод, что каждая из коор-
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j    и принимать (N+1) различное значение, а все вместе они 
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В условиях nN   и nkr   выполняется rrNn )],/min([  и выражение 

(4) из утверждения принимает вид, 
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равный выражению (6). 

Теперь рассмотрим случай, когда nN  . 
В этом случае координата )(

0
i  так же может изменяться от 0 до N 

N
i


)(
00  , 

следовательно )(
0
i  может принимать (N+1) различных значений. 

Число k=[n / N], определяющее сколько мощностей алфавитов полностью ук-

ладывается в объёме выборки, равно 0 в нашем случае nN  . 

Каждая координата )(i
j , по определению являющаяся числом знаков алфа-

вита NA , встретившихся j раз, исходя из второго уравнения с.л.у. (2), не может 

превосходить минимума от N и ]/[ jn  
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но 

},1|]/[])/[,(min{ rjjnjnN   

и значит координаты },1|{
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j   могут изменяться в диапазоне ]/[0
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и каждая из них может принимать ([n/j]+1) различное значение. 
Теперь, исходя из вышесказанного можно сделать вывод, что общее количе-
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и далее умножая полученное значение на 1 равную !/! nn  и группируя члены по-
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В случае nN   при условии nr   всегда выполняется 0]/[ Nn  и 
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равный выражению (7). 

Таким образом для всевозможные соотношений между N, n и r рассмотрены и 

значение 
),,( rnNL  при всех соотношениях равно (4). Утверждение доказано. 

Аналитическое выражение (4) определяет количество опробуемых векторов 

для получения всех решений с.л.у (2) и ограничивает грубую предварительную 

оценку (3). Выражение (4) учитывает зависимость необходимого количества опро-

бований различных векторов для получения всех решений с.л.у. (2) от мощности 

алфавита N, длины последовательности n и значения ограничения r, напрямую 

учитывая соотношение длины последовательности n и мощности алфавита N. 
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Следствие из утверждения. 
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но при выполнении условия n=r всегда будет выполнено 
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и простой подстановкой в выражение (4) значений r=n и ]/[))],/min([ NnrNn   

получаем (8). 

Следствие доказано. 

Сравнение оценок количества опробований. Для сравнения оценок коли-

чества опробований )( ),,(1 nnNLP 
 и )( ),,(2 nnNLP 

 при нахождении решений 

с.л.у. (1), использующейся при расчете точных распределений, рассмотрим их от-

ношение d(N,n,n), назовём его коэффициентом ограничения опробования векторов, 

)(/)(),,( ),,(2),,(1 nnNnnN LPLPnnNd  . 

Используя результаты грубой оценки (3) для r=n и результаты следствия (8) 

получаем 
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где k=[n / N] определяет полное число алфавитов мощности N, помещающихся в 

последовательности длиной n. Рассчитанные согласно (9) коэффициенты ограни-

чения для различных мощностей алфавита частично показаны в табл. 1. Графики 

изменения коэффициентов ограничения для разных значений мощности алфавита 

N=2, 10, 26 и 64 приведены на рис. 2. 

Анализ аналитического выражения (9) для коэффициента ограничения 

),,( nnNd  показывает, что величина ),,( nnNd  является возрастающей функци-

ей по N и n. 

Анализ значений коэффициента ограничения количества опробуемых векто-

ров при поиске решений с.л.у. второй кратности, приведенных в табл. 1 и на 

рис. 2, показывает, что найденная уточненная оценка числа опробований умень-

шает количество опробуемых векторов от 5,1)1,1,2( d  раз до 

1041081,1)85,85,64( d  и более раз по сравнению с грубой оценкой (3) и под-

твердил вывод о возрастающем характере величины ),,( nnNd . 
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Таблица 1 

Коэффициент ограничения количества опробований векторов СЛУ второй 
кратности для алфавитов разной мощности N 

№ 

п/п 

Длина 

текста n 

Коэффициент ограничения количества опробований 

векторов для алфавитов разной мощности N 

d(N,n,n) 

Мощность 

алфавита 

N=2 

Мощность 

алфавита 

N=10 

Мощность 

алфавита 

N=26 

Мощность 

алфавита 

N=64 

1 1 1,50E+00 5,50E+00 1,35E+01 3,25E+01 

2 5 2,25E+00 6,39E+02 5,69E+04 4,60E+06 

3 10 3,95E+00 1,40E+05 1,11E+09 7,29E+12 

4 15 7,21E+00 3,92E+07 1,90E+13 1,01E+19 

5 20 1,29E+01 9,32E+09 3,08E+17 1,31E+25 

6 25 2,34E+01 2,49E+12 4,81E+21 1,66E+31 

7 30 4,18E+01 6,05E+14 8,47E+25 2,06E+37 

8 35 7,58E+01 1,59E+17 1,49E+30 2,52E+43 

9 40 1,36E+02 3,90E+19 2,54E+34 3,06E+49 

10 45 2,46E+02 1,02E+22 4,23E+38 3,67E+55 

11 50 4,42E+02 2,51E+24 6,93E+42 4,38E+61 

12 55 7,98E+02 6,51E+26 1,18E+47 5,21E+67 

13 60 1,43E+03 1,62E+29 2,05E+51 6,16E+73 

14 65 2,59E+03 4,17E+31 3,49E+55 7,38E+79 

15 70 4,66E+03 1,04E+34 5,86E+59 9,33E+85 

16 75 8,41E+03 2,67E+36 9,73E+63 1,17E+92 

17 80 1,51E+04 6,67E+38 1,64E+68 1,46E+98 

18 85 2,73E+04 1,71E+41 2,82E+72 1,81E+104 

 
Рис. 2. Значение коэффициентов ограничения количества опробуемых векторов 

для получения всех решений с.л.у. второй кратности 
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Заключение и выводы. Рассмотрена задача нахождения всех целочислен-

ных неотрицательных решений системы линейных уравнений второй кратности 

типов методом последовательного опробования векторов на принадлежность к 

решениям системы. Учитывая особенности системы линейных уравнений второй 

кратности типов удалось ограничить число опробуемых векторов, позволяющих 

получить все решения системы. 

Получены аналитические выражения ограниченного числа опробуемых век-

торов для решения системы линейных уравнений второй кратности с ограниче-

ниями на максимальное число вхождений знаков алфавита в выборку и без огра-

ничений. 

Вид полученного выражения для ограниченного числа векторов опробования 

решений позволяет использовать его при изучении алгоритмической сложности 

расчета точных распределений вероятностей значений статистик и их точных при-

ближений, вычисляемых с заранее заданной точностью . 

Применение ограниченного числа опробуемых векторов снижает алгорит-

мическую сложность получения всех решений системы линейных уравнений 

второй кратности и как следствие снижает алгоритмическую сложность вычис-

ления точных и предельных распределений. Снижение алгоритмической слож-

ности вычисления распределений позволяет увеличить значения параметров вы-

борки, для которых при ограниченном вычислительном ресурсе могут быть рас-

считаны распределения. 

Анализ коэффициента ограничения, показывающего количество раз в кото-

рое, благодаря уточненной оценке, уменьшается сложность получения всех реше-

ний системы линейных уравнений, показывает положительность его значений и 

рост при увеличении значений мощности алфавита и объема выборки. Коэффици-

ент ограничения растет от 1,5 до 10 в степени 50 и более. 

Применение многопроцессорных вычислительных систем для проведения 

расчетов точных распределений позволяет увеличить вычислительный ресурс для 

расчета распределений, что вместе со снижением алгоритмической сложности 

расчета распределений позволит увеличить параметры выборок, для которых эти 

распределения могут быть рассчитаны. 
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