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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ПРИ МНОЖЕСТВЕННОМ 
СРАВНЕНИИ ЗАШУМЛЕННЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ* 

Целью работы является исследование влияния зашумления на изображении на ре-

зультат сравнения конечного множества изображений, одинаковых по форме и размеру. 

Данная задача неизбежно возникает при анализе сцен, детекции отдельных объектов, об-

наружении симметрии и пр. Фактор зашумленности необходимо принимать во внимание, 

поскольку различие цифровых объектов может быть вызвано не только несовпадением 

сравниваемых изображений реальных объектов, но и искажениями из-за шумов, что прак-

тически всегда имеет место. Это отличие оказывается пропорциональным уровню шумо-

вой составляющей. Основным результатом данной статьи являются аналитическая оцен-

ка для вероятности заданного уровня погрешности, которая может возникать при мно-

жественном сравнении конечного числа соразмерных цифровых изображений. Эта оценка 

основана на низкоуровневом анализе, сводящемся к попиксельному вычислению различия 

изображений с помощью эвклидовой метрики. При этом делается стандартное предпо-

ложение о независимом нормальном зашумлении интенсивностей изображения с нулевым 

математическим ожиданием и априорно установленным среднеквадратическим отклоне-

нием в каждом пикселе. Приведенные в статье доказательства позволяют утверждать, 

что полученную оценку следует рассматривать как достаточно «осторожную» и можно 

ожидать, что в реальности разброс меры, вызванный шумами на изображении, будет 

существенно меньше, чем теоретически найденная граница. Полученные в данной работе 

оценки оказываются полезными также для обнаружения различных видов симметрии на 

изображениях, которое, как правило, приводит к необходимости вычислять различие про-

извольного количества соразмерных цифровых областей. Кроме того, найденные оценки 

могут использоваться как теоретически обоснованные пороговые значения в задачах, тре-

бующих принятия решения о совпадении или различии изображений. Такие пороговые зна-

чения неизбежно появляются на различных этапах обработки зашумленных изображений, 

и вопрос об их конкретных значениях, как правило, остается открытым, в лучшем случае 

предлагаются эвристические соображения для их выбора. 

Сравнение цифровых изображений; симметрия изображений; нормальное зашумле-

ние; оценка погрешности; оценка вероятности ошибки зашумления. 

A.N. Karkishchenko, V.B. Mnukhin 

ERROR ESTIMATION FOR MULTIPLE COMPARISON OF NOISY IMAGES 

The aim of this work is to study the effect of noise on the image on the quality of comparison of a 

finite set of images of the same shape and size. This task inevitably arises when analyzing scenes, detect-

ing individual objects, detecting symmetry, etc. The noise factor must be taken into account, since the 

difference between digital objects can be caused not only by the mismatch of the compared images of 

real objects, but also by distortions due to noise, which is almost always takes place. This difference 
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turns out to be proportional to the level of the noise component. The main result of this article is an 

analytical estimate for the probability of a given level of error, which may arise in the multiple compari-

son of a finite set of commensurate digital images. This estimate is based on a low-level comparison, 

which is a pixel-by-pixel calculation of image differences using the Euclidean metric. In this case, a 

standard assumption is made about the independent normal noise of image intensities with zero mathe-

matical expectation and a priori established standard deviation in each pixel. The evidence presented in 

the article allows us to assert that the obtained estimate should be regarded as sufficiently "cautious" 

and it can be expected that in reality the scatter of the measure caused by noise in the image will be 

significantly less than the theoretically found boundary. The estimates obtained in this work are also 

useful for detecting various types of symmetry in images, which, as a rule, lead to the need to calculate 

the difference of an arbitrary number of commensurate digital areas. In addition, they can be used as 

theoretically grounded threshold values in tasks requiring a decision on the coincidence or difference of 

images. Such threshold values inevitably appear at various stages of processing noisy images, and the 

question of their specific values, as a rule, remains open; at best, heuristic considerations are proposed 

for their selection. 

Comparison of digital images; image symmetry; normal noise; error estimate; noise error 

probability estimate. 

Введение. В задачах анализа изображений, как правило, возникает необхо-

димость детекции отдельных объектов, присутствующих на изображении. Обна-

ружение таких объектов является необходимым этапом при формировании общего 

«понимания» сцены, представленной на изображении [1]. Детекция объектов и 

дальнейшее их распознавание, как правило, сводится к сопоставлению части изо-

бражения с некоторым эталонным изображением, имеющимся в базе известных 

объектов [2]. Подобное сопоставление сводится к выявлению и измерению сходст-

ва или, в двойственной интерпретации, ‒ различия определенных областей на изо-

бражении с изображением известного объекта. Для количественной оценки разли-

чия двух частей изображения 
1X  и 

2X , имеющих в геометрическом смысле оди-

наковую форму и одинаковые размеры, обычно вводится некоторая метрика 

 1 2,d X X  [3, стр. 167-185], [4]. В наиболее употребительном случае  1 2,d X X  ‒ 

эвклидова метрика, применяемая попиксельно. 

В более сложном случае требуется оценить разброс предположительно оди-

наковых объектов 1 2, ,..., mX X X . В этом случае, опираясь на введенную метрику 

 ,i jd X X , позволяющую вычислять попарное различие произвольных объектов 

iX  и jX , необходимо ввести некоторую функцию, агрегирующую эти различия на 

всем множестве. Необходимость в этом возникает, например, в кластерном анали-

зе при оценке параметров образующихся кластеров [5, стр. 22]. В частности, для 

характеристики кластера вводится так называемая мера общего рассеяния 

 
1 1

1
,

2

m m

d i j

i j

s d X X
 

  , которая представляет собой сумму всех попарных расстоя-

ний между объектами 1 2, ,..., mX X X . С этой мерой связана мера среднего рассея-

ния 
2

( 1)

d

d

s
s

m m



, которая является просто усреднением меры общего рассеяния. 

Введение мер рассеяния (или разнородности) существенно опирается на содержа-

тельный смысл решаемой задачи анализа совокупности объектов. В случае анализа 

разброса объектов, вызванного естественными зашумлениями, для получения га-

рантированных с заданной вероятностью характеристик разброса целесообразно 

характеризовать этот разброс диаметром M  сферы, с заданной вероятностью со-

держащей внутри себя все регистрируемые объекты 1 2, ,..., mX X X : 
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 
1
max ,i j

j i m
M d X X

  
 . 

Типичный случай, когда реально возникает такая задача характеризации 

множественного рассеяния ‒ определение симметрии объектов на изображении. 

Обнаружение и анализ симметрии ‒ важная задача в таких областях как машинное 

зрение, медицинская диагностика, классификация паттернов, визуальное воспри-

ятие, дизайн и проектирование и др. [6, 7]. В большинстве случаев установление 

наличия любого вида симметрии приводит к необходимости анализа всей сово-

купности попарных различий блоков изображений (см., напр. [8–12]). 

Если, например, объект имеет вращательную симметрию порядка m , то 

можно считать, что он состоит из m  одинаковых блоков изображений, совпадаю-

щих друг с другом при действии любого оператора 
k  поворота на угол 

2 k

m


, 

0,1,..., 1k m  , вокруг центра симметрии. В идеальном случае для любой метрики 

d  эти блоки должны удовлетворять условиям  , 0i k jd X X  , 0,1,..., 1k m  , 

 , 1,2,...,i j m . Установление степени нарушения этих равенств собственно и 

представляет собой задачу анализа вращательной симметрии в заданной точке. 

Аналогичная задача возникает и при обнаружении трансляционной симмет-

рии. В этом случае такой вид симметрии описывается бесконечной циклической 

абелевой группой. Следовательно, в идеальном случае это должно проявляться в 

наличии бесконечного числа одинаковых блоков на изображении 
1 2, ,...X X (фун-

даментальных областей этой группы). На реальном изображении этих блоков мо-

жет быть зарегистрировано лишь конечное число 
1 2, ,..., mX X X , поэтому прихо-

дится предполагать, что это лишь наблюдаемая конечная совокупность симмет-

ричных блоков трансляционно-симметричного изображения. Поэтому теоретиче-

ски различие между любой парой таких блоков также должно быть равно нулю по 

любой метрике. 

Анализ зеркальной симметрии приводит к необходимости вычислять разли-

чие лишь двух блоков 1X  и 2X , т.е. должно выполняться  1 2, 0d X rX  , где  

r  ‒ оператор отражения относительно некоторой оси. 

В идеальном случае симметричные части объекта или фигуры должны в точ-

ности совпадать при наложении. Таких симметричных частей может быть много ‒ 

в случае отражательной симметрии ‒ две, в случае вращательной ‒ столько, каков 

порядок вращательной симметрии, в случае трансляционной симметрии ‒ беско-

нечное количество (на практике, как отмечалось, конечное число наблюдаемых 

симметричных частей). В реальности меры различия никогда не обращаются в 

нуль по двум основным причинам: во-первых, объекты могут иметь существенные 

отличия (например, из-за реального несовпадения или, как в приведенном приме-

ре, из-за отсутствия полной симметрии), а во-вторых, из-за наличия естественных 

шумов, неизбежно присутствующих на изображении и поэтому исключающих 

возможность точного решения задачи. В работе [13], посвященной изучению 

влияния гауссовского зашумления на изображения, отмечается, что с помощью 

предварительной фильтрации можно снизить уровень шума на изображении, од-

нако от него невозможно избавиться полностью, зашумление все равно сохраняет-

ся, независимо от того какие алгоритмы фильтрации применяются. 

В связи со сказанным выше возникает основной вопрос ‒ в каком случае раз-

личие между сравниваемыми объектами вызвано их существенным несовпадени-

ем, а в каком ‒ это лишь следствие естественного зашумления. 
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Частично ответ на этот вопрос состоит в том, что если вычисленная мера раз-

личия объектов не превосходит уровень различия, которое вызвано шумами, то 

можно делать правдоподобный вывод о том, что сравниваемые цифровые объекты 

совпадают. Так, в случае анализа симметричности можно с очень большой вероят-

ностью утверждать, что объект обладает заданным типом симметрии. Основная за-

дача, которая при этом возникает и требует теоретического решения, ‒ определить 

заранее максимальное значение различия объектов, которое обусловлено шумами. 

В большинстве случаев под «зашумлением» понимается упрощенная и идеа-

лизированная модель возникающих искажений в цифровых изображениях реаль-

ных объектов, не учитывающая многих факторов, влияющих на яркость в каждом 

пикселе, в том числе и влияние пространственных характеристик окрестности 

пикселя. Тем не менее, в системах машинного зрения используются простые и 

достаточно эффективные модели зашумления. Для полутоновых изображений, как 

правило, рассматривают так называемую аддитивную модель шума, в которой 

считается, что зашумленное изображение  Im ,x y  в пикселе с координатами 

 ,x y  образуется из незашумленного изображения  Im ,x y  по закону 

     Im , Im , ,x y x y x y  , где  ,x y  – случайная шумовая составляющая.  

В большинстве приложений зависимость шума от координат пикселя (пространст-

венный фактор) считается несущественной. Исходя из закона больших чисел, закон 

распределения аддитивной шумовой компоненты описывается однопараметриче-

ским семейством нормальных  распределений (0, )N  с нулевым математическим 

ожиданием и среднеквадатическим отклонением  . Таким образом, считается, 

что  ,x y  ‒ случайная величина, которая подчиняется нормальному распределе-

нию, т.е.  , (0, )x y N . 

Теоретическая оценка погрешностей, связанных с анализом зашумленных 

изображений, представляет в большинстве случаев непростую задачу. По этой 

причине большинство известных публикаций, посвященных разработке методов и 

алгоритмов обработки цифровых изображений, содержат только эксперименталь-

ную оценку точности методов. В тех случаях, когда анализ погрешностей прово-

дится, обычно прибегают к статистическим оценкам на основе этих эксперимен-

тальных исследований. Данный подход не позволяет получить обоснованные тео-

ретические выводы при всевозможных значениях параметров, описывающих как 

изображение, так и саму процедуру распознавания. 

Теоретические оценки и методы их получения существенно зависят от исполь-

зуемой меры близости изображений  ,i jd X X . Традиционной и наиболее употре-

бительной является эвклидова метрика. Вместе с тем, известен ряд более сложных в 

вычислительном плане метрик ‒ нормализованная метрика Хаусдорфа, метрика на 

основе локального расстояния, метрика на глобальных признаках, метрика на основе 

симметрии [14]. Эти метрики учитывают также пространственные факторы окрест-

ности, влияющие на яркость пикселей, поэтому иногда воспринимаются как в боль-

шей степени соответствующие человеческому восприятию различий. 

В частном случае, для вращательной симметрии третьего порядка задача тео-

ретического получения верхней оценки погрешности была решена в работе авто-

ров [15]. В данной статье рассматривалась гексагональная пиксельная решетка, 

которая обладает рядом преимуществ перед традиционной квадратной решеткой 

[16]. Одним из свойств гексагональной решетки является ее естественная симмет-

рия относительно группы вращений третьего порядка. 
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Обнаружение вращательной симметрии третьего порядка имеет важные 

практические приложения. Распознавание симметрии 3-го порядка востребовано в 

различных областях кристаллографии [17, 18], вирусологии [19], анализе изобра-

жений, полученных с электронного микроскопа [20] и др. 

Данная работа обобщает полученный в [15] результат по оценке диаметра 

рассеяния на случай произвольного конечного числа анализируемых паттернов. 

Полученная в работе оценка погрешности применима, в том числе, для других ти-

пов симметрии, которые приводят к необходимости вычислять различие произ-

вольного количества соразмерных цифровых областей одинакового размера. 

Постановка задачи. Пусть требуется осуществить сравнение m  одинаковых 

по форме и размерам цифровых блоков 
1 2, ,..., mX X X . Введем в этих блоках про-

извольную, но фиксированную и единообразную одноиндексную нумерацию пик-

селей, например слева-направо и сверху-вниз. Это позволяет представить заданное 

полутоновое изображение в виде вектора интенсивностей яркости. Будем считать, 

что количество пикселей в каждом блоке, значит, и размерность вектора равны n . 

Таким образом, вычисление расстояния между парой цифровых изображений сво-

дится к вычислению расстояния между представляющими их векторами 

1 2, ,..., n

m R    . 

В силу сделанных выше предположений о характере аддитивного зашумле-

ния будем считать, что 
i  ‒ независимые случайные векторы, компоненты кото-

рых зашумлены по нормальному закону 2(0, )N  с нулевым математическим 

ожиданием и дисперсией компонент 2 . Требуется найти вероятностную оценку 

для диаметра сферы рассеяния, т.е. для величины 

1
max j i

j i m
M  

  
  , 

где  ‒ эвклидова норма. 

Оценка влияния шума на сравниваемые изображения. Рассмотрим слу-

чайные векторы 
ij j i    , 1 j i m   . Заметим, что они могут быть выражены 

как линейные комбинации векторов 
1 2 , 1, ,...,m m m m   

, т.е. являются неслучайными 

функциями случайных векторов. Рассмотрим блочные векторы  

1

2

m








 
 

  
  
 

 и 

1

2

, 1

m

m

m m






 

 
 

  
 
 
 

. 

Введенные обозначения устанавливают простую связь между этими векто-

рами, которая с помощью блочной матрицы может быть выражена следующим 

образом:  

0 0

0 0

0 0

n n

n n

n n

I I

I I
A

I I

  

 
 

  
   

, 

где символ 
nI  обозначает единичную матрицу размера n n . Блочная структура 

матрицы A  позволяет представить ее в виде кронекерова произведения: 
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1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

nA I

 
 

  
   

.                                             (1) 

В силу предположения о независимости ковариационные матрицы компонент 

случайных векторов 
1 2, ,..., m    имеют вид 

1 2

2...
m nK K K I       , значит, ко-

вариационная матрица K  вектора   равна 2

mnK I  , где 
mnI  ‒ единичная мат-

рица размера mn mn . Учитывая, что     M A M      , найдем ковариа-

ционную матрицу компонент вектора  : 

      2T T T TK AM M M A AK A AA          
 

. 

Далее будем пользоваться следующим свойством, связывающим кронекерово 

произведение матриц с обычным умножением матриц. Пусть , , ,A B C D  ‒ матрицы 

такие, что произведения AC  и BD  определены. Тогда   A B C D AC BD    . 

Кроме того, справедливо очевидное равенство  
T T TA B A B    [21, стр. 19]. 

Применяя эти свойства и учитывая представление (1), получаем, что 

1 0 0
1 0 0 1

0 1 0
0 1 0 1

0 0 1
0 0 1 1

1 1 1

T

n nAA I I

  
      
     

        
                   

 

1 0 0
1 0 0 1 2 1 1

0 1 0
0 1 0 1 1 2 1

0 0 1
0 0 1 1 1 1 2

1 1 1

n n n

B

I I B I

 
    

     
         
               

. 

Заметим, что матрица B  имеет, очевидно, размер ( 1) ( 1)m m   . Таким об-

разом, 
2 2T

nK AA B I     . 

Последнее выражение показывает, что векторы 
1 2 , 1, ,...,m m m m   

 коррелиро-

ванны (в случае нормального распределения это означает, что они также и стати-
стически зависимы). Найдем декоррелирующее преобразование, позволяющее пе-
рейти к статистически независимым случайным векторам. Для этого перейдем к 

базису, состоящему из собственных векторов ковариационной матрицы K
. По-

скольку матрица K
 симметрична и положительно определена, то она имеет про-

стую структуру, следовательно, указанный базис существует. Найдем его. 

Для отыскания собственных векторов матрицы K
 необходимо найти все ее 

собственные значения. Как известно [21, стр. 39], собственные значения кронеке-

рова произведения A B  произвольных матриц A  и B  равны всевозможным 

произведениям собственных значений матриц A  и B , а соответствующие собст-
венные векторы получаются как кронекеровы произведения собственных векто-
ров, отвечающих соответствующим собственным значениям. Непосредственными 

вычислениями нетрудно убедиться, что матрица 2B  имеет собственное значение 
2  кратности 2m  и однократное собственное значение 2m . Собственные зна-

чения удобно записать в виде диагональной матрицы  2 2 2diag ,..., ,m    . 
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Найдем собственные векторы. Поскольку матрица 2B  имеет простую 

структуру, то собственное значение 2  имеет геометрическую кратность 2m , 

следовательно, существует большой произвол в выборе ортонормированной сис-

темы собственных векторов, отвечающих данному собственному значению. Не-

трудно убедиться, что ортонормированную систему собственных векторов матри-

цы 2B  можно, в частности, выбрать в виде 

1 1 1 1 1

2 3 2 4 3 (m 1)(m 2) m 1

1 1 1 1 1

2 3 2 4 3 (m 1)(m 2) m 1

2 1 1 1

3 2 4 3 (m 1)(m 2) m 1

1 1

(m 1)(m 2) m 1

2 1

(m 1)(m 2) m 1

0

0 0 0

0 0 0 m

T

    

    

    

  



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

В данной матрице первые 2m  столбцов являются собственными вектора-

ми, соответствующими собственному значению 2 , а последний столбец соответ-

ствует 2m . В силу ортонормированности матрица T  удовлетворяет соотношени-

ям 
1

T

mT T I  . Таким образом, учитывая свойства кронекерова произведения, по-

лучаем, что все собственные значения матрицы K
 могут быть записаны в виде 

диагональной матрицы 
nI , а соответствующие собственные векторы ‒ в виде 

матрицы 
nT I . Таким образом,     2

n n n nK T I B I T I T I       . 

 Рассмотрим теперь матрицу   
1

1 1 1 1diag ,..., ,n nI m I  


        и 

введем преобразование  1 T

nT I    . Тогда ковариационная матрица K  

компонент вектора   имеет вид: 

   1 1T T T

n nK M T I M T I                 

     1 2 1 1 2 1

( 1)

T T

n n n n m nT I B I T I T B T I I    

           . 

Матрица K  диагональная, следовательно, все компоненты вектора   не-

коррелированны, т.е.  1 T

nT I     является искомым декоррелирующим 

преобразованием. Выразим вектор    через исходный случайный вектор   в яв-

ном виде: 

1 1
1 2 2

1 1 2
1

3 2 3 2 3 2
1 1 11
4 3 4 3 4 3

(m 2)1 1 1

(m 1)(m 2) (m 1)(m 2) (m 1)(m 2) (m 1)(m 2)1
1 1 1 1

(m 1) (m 1) (m 1) (m 1)

0 0
0 0 0

00 0 0
00 0 0

0 0 0 0
0 0 0

n

m

I















  

  

 

       

   

  
   
   
   

    
   
    

  
 













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 
 

 
 

 

 
 

11
211 2 22

11
31 321 2 3 3 23 2

11
1,1 1, 21 , 2 , 1 ( 1)( 2)( 1)( 2)

11
1 , 2 , 11 2 , 2 , 1 ( 1)( 1)

( 2)

2

......

......

m m

m m m

m m mm m m m m m mm m

m m m m mm m m m m m m mm m

m









 

   

   

     



      

   



  
    
  

  
    

 
       

 





 
 
 
 



. 

Таким образом, все компоненты блочного вектора   статистически независимы, 

причем имеют распределение (0, )IN . Рассмотрим теперь случайные величины 

2

2

2

2

21
1 212

21
2 31 323 2

2
1

2 1,1 1,2 1, 2( 1)( 2)

2
1

1 1 2 , 2 , 1( 1)

,

,

... ,

... .

m m m m mm m

m m m m m m mm m









 

  

   

    



     

  



 

   

    

                       (2) 

Далее потребуется следующее 

Утверждение 1. Пусть 
1 2, ,..., n

m R     и 
ij j i    , 1 j i m   . Тогда 

1 2

1, 21
1

1 1

max max , ,...,
m m

ij mj m j
j i m

j j

   
 


  

 

 
   

 
  , 2,3,...m   .               (3) 

Доказательство. Применим индукцию по числу m  векторов 
1 2, ,..., m   . Для 

2m   имеем 21 21max max  , и нестрогое неравенство выполняется как ра-

венство. Докажем, что неравенство справедливо и для 3m  , т.е. что 

   31 32 21 31 32 21max , , max ,       . 

Применяя неравенство треугольника, и учитывая, что 
21 31 32    , запи-

шем очевидные соотношения: 

   31 31 32 31 32 31 32 31 32 31 32 212                       , 

   32 31 32 32 31 31 32 32 31 31 32 212                       . 

Но  31 32 21 31 32 212max ,         , поэтому получаем неравенство 

   31 32 31 32 21max , max ,      . Геометрически последнее неравенство 

означает, что длина любой из сторон параллелограмма не превышает длины его 

большей диагонали. Теперь остается только заметить, что добавление величины 

21  под знаком максимума в левой части не может нарушить полученное не-

строгое неравенство. 

Предположим теперь, что неравенство (3) выполняется при некотором 

3m k  : 

1 2

1, 21
1

1 1

max max , ,...,
k k

ij kj k j
j i k

j j

   
 


  

 

 
   

 
  .                                   (4) 



Раздел IV. Информационный анализ и распознавание образов  

 149 

Докажем, что неравенство справедливо и при 1m k  . С этой целью для 

произвольных ,j t , 1 ,j t k  , запишем очевидное равенство: 

   1 1j k t k j t            или 
1, 1,k j k t tj     . 

Просуммируем последнее выражение по t : 

1, 1,

1 1

1 1k k

k j k t tj

t tk k
   

 

   . 

Применяя необходимое число раз неравенство треугольника, получаем: 

1, 1, 1,

1 1 1 1

1 1 1 1k k k k

k j k t tj k t tj

t t t tk k k k
      

   

       . 

Заметим, что в правой части для любого 1,2,...,j k  норма 0jj  . Поэто-

му правая часть содержит не более k  ненулевых слагаемых. Следовательно, 

1, 1, 1 2 1,
1

1 1

max , , ,..., max ,max
k k

k j k t j j kj k t ij
i k

t t

        
 

 

   
    

   
  . 

Поскольку данное неравенство справедливо для любого 1,2,...,j k , то, учи-

тывая, что ij ji   и 0ii   для всех ,i j , получаем, что 

1, 1,
1 1

1

max max , max
k

k j k t ij
j k j i k

t

   
    



 
  

 
 . 

Заметим теперь, что неравенство не нарушится, если переписать его следующим 

образом: 

 1, 1,
1 1 1 1 1

1

max max , max max max , max
k

k j ij ij k t ij
j k j i k j i k j i k

t

     
           



 
   

 
 . 

Если теперь воспользоваться предположением индукции и заменить 

1
max ij

j i k


  
 в правой части последнего неравенства в соответствии с выражением 

(4), то получим доказываемое утверждение. ■ 

С учетом этого утверждения, вводя для удобства новую случайную величину 

L , можно записать: 

1 2

1, 21
1 1

1 1

max max max , ,...,
m m

j i ij mj m j
j i m j i m

j j

M L     
 


     

 

 
      

 
  . 

Вероятностная оценка сверху для диаметра сферы разброса. Основной 

результат дает следующее 

Утверждение 2. Для некоторого положительного   имеет место следую-

щая оценка вероятности P  того, что диаметр M  сферы разброса не превысит  : 

   
2 2

2 2

2
2

( 1)

2 ( 1)

m

k

k k n
P M P L

nk k

 
 



  
       

 , 

где 

2

2
1

( )
2

x t

x e dt






   . 
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Доказательство. Как известно [22], случайные величины (2) имеют 
2 -распределение с n  степенями свободы. При этом 2 - распределение с ростом 

n  асимптотически сходится к нормальному распределению  ,2n nN . Поэтому 

при достаточно большом значении n  ( 50n  , см., напр. [23]) можно считать, что 

 0,1
2

i n

n

 
N , 1,2,..., 1i m  . Отсюда следует, что 

 

 

 

 

2 2 4

21

2 2 4

31 32

2 2 2 2 4

1,1 1,2 1, 2

2 2 2 2 4

1 2 , 2 , 1

2 ,8 ,

6 ,72 ,

... ( 1)( 2) ,2( 1) ( 2) ,

... ( 1) , 2 ( 1) .

m m m m

m m m m m m

n n

n n

m m n m m n

m m n m m n

  

   

    

     

   

 



      

     

N

N

N

N

 

Но функция распределения максимума независимых случайных величин рав-

на произведению функций распределения этих величин [24]. Поэтому 

 
2 2

1 2
22 2 2 2 4

1, 21

1 1 2

max , ,..., ( 1) ,2 ( 1)
mm m

mj m j

j j k

L k k n k k n    
 



  

 
   
 
 
  N . 

Тогда для некоторого положительного   получаем следующую оценку веро-

ятности P  того, что M  не превысит  : 

   
2 2

2 2

2
2

( 1)

2 ( 1)

m

k

k k n
P M P L

nk k

 
 



  
       

 , 

где ( )x  ‒ функция Лапласа. ■ 

Следствие 1. Имеет место неравенство  

 
2 2

1

2

( 1)

2 ( 1)

m m m n
P M

nm m

 





  

      
. 

Доказательство. Заметим, что при 
1 2k k  

2 2 2 2

1 1 2 2

2 2

1 1 1 2 2

( 1) ( 1)

2 ( 1) 2 ( 1)

k k n k k n

nk k k nk k

   

 

   


 
. 

Поэтому в силу монотонности функции ( )x  в рассматриваемой области 

2 2 2 2
1

2 2
2

( 1) ( 1)

2 ( 1) 2 ( 1)

m
m

k

k k n m m n

nk k nm m

   

 





      
            

 . ■ 

Следствие 2. Величина  , которую M  не превысит с вероятностью заве-

домо большей  , т.е.  P M    , равна 

  1 1( 1) 2 mm m n n       .                                       (5) 
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Доказательство. В силу Следствия 1 указанное условие можно записать в 

виде 
2 2

1

2

( 1)

2 ( 1)

m m m n

nm m

 





  

    
, откуда следует доказываемое равенство. ■ 

Из формулы (5) видно, что верхняя оценка диаметра сферы, содержащей за-

шумленные значения линейно зависит от   и почти линейно от числа m  сравни-

ваемых блоков изображений. 

Пример. Рассчитаем с помощью Следствия 2 величину погрешности  , ко-

торую M  не превысит с вероятностью заведомо большей 0.99   при условии, 

что 5m   и 0.01  . По формуле (5) получаем 

  1 140.01 5 4 2 0.99 0.045 1.414 (0.998)n n n n            

0.045 1.414 3.03 0.045 4.285n n n n      . 
В таблице ниже приведены значения погрешности   при различных значе-

ниях размера n  квадратного окна со стороной в 10,20,30,40,50,60,70,80l   пик-

селей. 

 2n l
 

100 400 900 1 600 2 500 3 600 4 900 6 400 

  0.538 0.992 1.443 1.984 2.344 2.795 3.245 3.695 

Заключение. Основным новым результатом данной статьи является анали-

тическая оценка для вероятности погрешности, которая может возникать при 

множественном сравнении конечного числа соразмерных цифровых изображений. 

Эта оценка основана на низкоуровневом сравнении, сводящемся к попиксельному 

вычислению разностей изображений с помощью эвклидовой метрики. При этом 

делается стандартное предположение о независимом нормальном зашумлении ин-

тенсивностей изображения с нулевым математическим ожиданием и априорно 

установленным среднеквадратическим отклонением в каждом пикселе. 

Приведенные в статье доказательства позволяют утверждать, что полученная 

верхняя оценка для меры различия множества изображений является достаточно 

«осторожной», т.е. можно ожидать, что в реальности разброс меры, вызванный шу-

мами на изображении, будет значительно меньше теоретически найденной границы. 

Приведенные в работе оценки погрешностей могут использоваться как теоре-

тически обоснованные числовые пороговые значения в задачах, требующих при-

нятия решения о совпадении или различии изображений. Такие пороговые значе-

ния неизбежно вводятся на различных этапах обработки зашумленных изображе-

ний (например, сегментации), и вопрос об их конкретных значениях, как правило, 

остается открытым, в лучшем случае предлагаются эвристические соображения 

для их выбора. 

Являясь обобщением результатов, полученных в предшествующей работе ав-

торов [15], данная работа также допускает и предполагает обобщения, которые 

могут быть связаны с нижними оценками вероятности заданного различия для 

других мер различия (или сходства), основанных на низкоуровневом сравнении 

изображений. Основным мотивом для этого является то обстоятельство, что в от-

личие от рассматриваемой в данной работе эвклидовой метрики, которая основана 

только на различиях интенсивностей, известны другие метрики, которые учиты-

вают также и пространственные зависимости пикселей. Можно ожидать, что такие 

более тонкие меры будут в большей степени соответствовать восприятию сходства 

и различия множественных изображений человеком. 
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Ю.А. Кравченко, А.М. Мансур, Ж.Х. Мохаммад  

ВЕКТОРИЗАЦИЯ ТЕКСТА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДОВ 
ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ* 

В задачах интеллектуального анализа текста текстовое представление должно 

быть не только эффективным, но и интерпретируемым, поскольку это позволяет понять 

операционную логику, лежащую в основе моделей интеллектуального анализа данных. Тра-

диционные методы векторизации текста, такие как TF-IDF и Bag-of-words, эффективны 

и имеют интуитивно понятную интерпретируемость, но страдают от «проклятия раз-

мерности» и не могут понимать смысл слов. С другой стороны, современные распределен-

ные методы эффективно определяют скрытую семантику, но требуют больших вычисли-

тельных ресурсов и времени, а также им не хватает интерпретируемости. В этой ста-

тье предлагается новый метод векторизации текстов под названием Bag of weighted Con-

cepts BoWC, который представляет документ в соответствии с содержащейся в нем ин-

формацией о концептах. Предлагаемый метод создает концепты посредством кластери-

зации векторов слов (т.е. встраивания слов), и использует частоты этих кластеров кон-

                                                           
* Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта  

№ 18-29-22019. 


