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РАСЧЕТ КОЛИЧЕСТВА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАТНОСТИ 

ТИПОВ В УСЛОВИЯХ ОГРАНИЧЕНИЙ НА ЧАСТОТУ ВСТРЕЧАЕМОСТИ 

ЗНАКОВ АЛФАВИТА 

Рассматривается количество решений уравнения первой кратности типов, состав-

ленного из векторов кратности типов, каждый элемент которого представляет собой 

число вхождений элементов определенного типа (какого-либо знака алфавита) в рассмат-

риваемую выборку. Уравнение первой кратности типов связывает между собой число 

вхождений элементов всех типов в рассматриваемую выборку и объём этой выборки. Ос-

новное внимание в статье уделено выводу и доказательству правильности выражения, 

определяющего количество неотрицательных целочисленных решений уравнения первой 

кратности типов в условиях ограничений на частоту встречаемости знаков алфавита. 

Решение уравнения первой кратности типов является основой расчета точных приближе-

ний вероятностей значений статистик методом первой кратности, где в качестве точ-

ных приближений выступают ∆точные распределения, отличающиеся от точных рас-

пределений не более чем на заранее заданную, сколь угодно малую величину ∆. Величина, 

выражающая количество решений уравнения первой кратности типов, является одной из 

величин определяющих алгоритмическую сложность метода первой кратности, без знания 

значения которой нельзя определить параметры выборок, для которых при ограничениях 

на вычислительный ресурс могут быть рассчитаны точные приближения распределений. 

Также величина выражающая количества решений уравнения первой кратности типов 

используется в методе первой кратности для ограничения области поиска решений урав-

нения. Количество решений уравнения первой кратности рассматривается в условиях ог-

раничения на максимальное значение элементов вектора кратности, при этом рассматри-

вается случай, когда один или несколько элементов алфавита могут в выборке отсутст-

вовать. Впервые получено выражение, определяющее количество неотрицательных цело-

численных решений уравнения первой кратности типов в условиях ограничений сверху на 

значения частот встречаемости знаков и возможности отсутствия одного или несколь-

ких знаков алфавита в рассматриваемой выборке. Получены аналитические выражения, 

позволяющие для любых значений мощности алфавита, объёма выборки и ограничения на 

значение максимальной частоты встречаемости знаков алфавита вычислять количество 

целочисленных неотрицательных решений уравнения первой кратности типов. Вид полу-

ченного выражения позволяет использовать его при изучении алгоритмической сложности 

расчетов точных приближений распределений вероятностей значений статистик с зара-

нее указанной точностью ∆. 

Вероятность; статистика; точное распределение; точное приближение; вектор 

кратности типов; линейное уравнение; алгоритмическая сложность. 

A.K. Mеlnikov 

CALCULATION OF THE NUMBER OF SOLUTIONS TO THE EQUATION  

OF THE FIRST MULTIPLICITY OF TYPES UNDER RESTRICTIONS  

ON THE FREQUENCY OF OCCURRENCE OF ALPHABET CHARACTERS 

The article considers the number of solutions to the equation of the first multiplicity of types, 

composed of vectors of multiplicity of types, each element of which is the number of occurrences of 

elements of a certain type (any sign of the alphabet) in the sample under consideration. The equa-

tion of the first multiplicity of types relates the number of occurrences of elements of all types in 

the sample under consideration and the volume of this sample. The main attention is paid to the 

conclusion and proof of the correctness of the expression that determines the number of non-

negative integer solutions of the equation of the first multiplicity of types under conditions of re-

strictions on the frequency of occurrence of alphabet characters. The solution of the equation of 
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the first multiplicity of types is the basis for calculating exact approximations of the probabilities 

of statistical values by the first multiplicity method, where the exact approximations are ∆exact 

distributions that differ from the exact distributions by no more than a predetermined, arbitrarily 

small value ∆. The value that expresses the number of solutions to the equation of the first multi-

plicity of types is one of the values that determine the algorithmic complexity of the method of the 

first multiplicity, without knowing the value of which it is impossible to determine the parameters 

of samples for which, under restrictions on the computational resource, exact approximations of 

distributions can be calculated. Also, the value expressing the number of solutions to the equation 

of the first multiplicity of types is used in the method of the first multiplicity to limit the search area 

for solutions to the equation. The number of solutions to the equation of the first multiplicity is 

considered under conditions of restriction on the maximum value of the elements of the multiplicity 

vector, and the case is considered when one or more elements of the alphabet may be missing in 

the sample. First obtained the expression that defines the number of nonnegative integer solutions 

to equations of the first multiplicity of types in terms of restrictions on the values of the frequencies 

of occurrence of signs and the possibility of absence of one or more characters of the alphabet in 

the sample reviewed. Analytical expressions are obtained that allow calculating the number of 

integer nonnegative solutions of the equation of the first multiplicity of types for any values of the 

alphabet power, the sample size, and the limit on the maximum frequency of occurrence of alpha-

bet characters. The form of the obtained expression allows you to use it when studying the algo-

rithmic complexity of calculating exact approximations of probability distributions of statistical 

values with a pre-specified accuracy ∆. 

Probability; statistics; exact distribution; an accurate approximation of the vector of multi-

plicity of types; the linear equation algorithmic complexity. 

Введение. Для расчета точных распределений [1] и их точных приближений 

(∆-точных распределений [2]) может применяться метод, основанный на решении 

уравнения первой кратности типов [3], объединяющего информацию о частотах 

встречаемости знаков алфавита мощности N в последовательности (выборки) дли-

ны (объёма) n. Для оценки алгоритмической сложности [4] метода расчета точных 

приближений, основанного на решении уравнения первой кратности, необходимо 

уметь рассчитывать количество решений этого уравнения. 

Данная работа посвящена расчету количества решений уравнения первой 

кратности типов. 

Постановка задачи. Необходимо рассчитать Kh(N, n, r) количество целочислен-

ных упорядоченных неотрицательных решений уравнения первой кратности типов 

nhhh N  ....21
,                                            (1) 

где N мощность алфавита },...,2,1{ NaaaNA  , n длина последовательности 

(объёма выборки) и hi частота встречаемости ai знака алфавита AN. Условия расче-

та следующие: 

1. N, n, и m   − множеству натуральных чисел (целых положительных чи-

сел больших нуля), 

2. N мощность алфавита },...,2,1{ NaaaNA  , 

3. n длина последовательности или объём выборки, N  n, 

4. }.1|0{ Ninih   вектор первой кратности типов (вектор частот 

встречаемости знаков алфавита в последовательности), 

5. r ограничение на значения координат (частот) вектора первой кратности 

типов Nirih .1|0  , r≤n; 

Обозначим условия ограничения на координаты вектора кратности типов через 

},1|0{ Nirih  .                                           (2) 
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Условие упорядоченности решений, означает, что каждая переменная векто-

ра решений }
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h  уравнения (1) пронумерована. 

Условия не отрицательности и упорядоченности решений уравнения (1) 

можно продемонстрировать двумя вырожденными решениями, которые считаются 

различными. 
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Известно, что в частном случае, при r=n число Kh(N, n, n) целочисленных не-

отрицательных упорядоченных решений уравнения (1) в условиях 

Ninhi ,1|0   

равно числу сочетаний с повторениями 
n
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Данная проблематика подробно рассматривалась Боровков А.А. [5], Колчи-

ным В.Ф. [6], Сачковым В.Н. [7] и Зуевым Ю.А. [8]. Получение количества реше-

ний уравнения в общем случае рассмотрим с помощью двух методов: метода вза-

имно однозначного соответствия и метода включения-исключения. 

Метод взаимно однозначного соответствия. Для рассмотрения общего слу-

чая для nr 0  несколько преобразуем уравнение (1) путем прибавления еди-

ницы к каждой неизвестной 
ih  левой части уравнения и N к правой части уравне-

ния (1). Получим 

Nnhhh N  )1(....)1()1( 21
.                          (3) 

Условие (2) преобразуем путем прибавления 1 (единиц) к неизвестной 
ih  и 

значениям нижней и верхней границы. Получим 

Nirhi ,1|1)1(1  .                                    (4) 

Теперь установим взаимно однозначного соответствия между числом цело-

численных положительных решений уравнения (1) в условии (2) и числом цело-

численных положительных решений уравнения (3) в условии (4) описанным у 

многих авторов методом, в частности у известного американского математика Mar-

shall Hall (М. Холл) [10] на стр. 11 при рассмотрении вопроса о числе сочетаний с 

повторениями, и на портале [11]. 

Обязательно отметим очевидный факт, что ввиду проведения тождественных 

преобразований и установления взаимно однозначного соответствия между {(1), 

(2)} и {(3), (4)} число решений уравнения (1) в условиях (2) равно числу решений 

уравнения (3) в условиях (4). 

Более общий случай для числа решений уравнения с ограничением на значе-

ния всех неизвестных рассматривается Сачковым В.Н. [7] при рассмотрении в па-

раграфе 3 коммутативного несимметричного n-базиса, являющегося частным слу-

чаем обобщенной комбинаторной схемы, приведен результат (3.23 стр. 215), опре-

деляющий число решений Knm(s) (число композиций) уравнения 

x1+x2+...+xn=m,                                                    (5) 
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где под n подразумевается мощность алфавита, под m длина последовательности и 

под s ограничение на значения неизвестных (координаты вектора первой кратности) 

nisxi ,1|1  .                                             (6) 

Этот результат следующий 
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Здесь и далее под максимальным значением для индекса суммирования k по-

нимается целое неотрицательное число меньшее или равное 
),min(

s

nm
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s

nm
nk
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. 

Отличие условия (2) от условия (6) в том, что мы рассматриваем модель ко-

гда некоторые знаки алфавита },...,2,1{ NaaaNA   могут не реализоваться в 

рассматриваемой нами последовательности и поэтому некоторые 0ih  могут 

равняться 0. В условиях (6) рассматривается более узкий случай, когда все знаки 

алфавита реализованы в рассматриваемой последовательности и поэтому 

niix ,1|0  , где здесь n мощность алфавита. 

Теперь определим взаимно однозначное соответствие между уравнениями (3) 

и (5): 

Nnhhh N  )1(....)1()1( 21
 

x1+x2+...+xn=m. 

Взаимно однозначное соответствие может быть определено при 

n=N, Nihx ii ,1|1   и m=n+N.                              (8) 

Взаимно однозначное соответствие между условиями (4) и (6): 

Nirhi ,1|1)1(1   

nisxi ,1|1   

определяется, учитывая что n=N при  

Nihx ii ,1|1   и s=r+1.                                   (9) 

Теперь при применении взаимно однозначного соответствия (8) и (9) выра-

жение (7) принимает вид 
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В случаи r=n, исходя из (10) ),,( rnNKh
 будет равняться ),,( nnNhK  
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что полностью согласуется с приведенным ранее результатом. Таким образом из-

ложение метода нахождения числа решений линейного уравнения, основанного на 

построении взаимно однозначных соответствий, завершено. 

Метод включения-исключения. Для подтверждения правильности полу-

ченного решения о количестве упорядоченных неотрицательных целочисленных 

решений уравнения первой кратности типов в условиях (2), кратко, приведем при-

мер другого решения данной задачи, предложенного Колодзеем А.В. и основанно-

го на применения общеизвестного метода включения-исключения, рассматривае-

мого, например, в [12, 13]. 

Обозначим через    множество всех упорядоченных целочисленных неот-

рицательных решений уравнения (1) в условиях (2) без учёта ограничений 

Ninhi ,1|0  . Тогда, как указывалось выше, число таких решений | | 

равно числу сочетаний с повторениями n по N  
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Обозначим через 
j  множество всех упорядоченных целочисленных неот-

рицательных решений уравнения (1) при условии .rh j   Ясно, что число решений 

уравнения (1) в условиях },1|0{ Nirih   равно  
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 применим метод включения – исключения, см., на-

пример [11]. 
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из (13) число слагаемых равно биномиальному коэффициенту k

NC  [14]. 
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Рассмотрим отдельно каждое k-е слагаемое Nk ,2  из (13). Оно, по построе-

нию, есть число упорядоченных целочисленных неотрицательных решений урав-

нения (1) 

nhhh N  ....21
 

при условии, что k переменных kjr
jih ,1|  . 

Теперь для этого k–ого слагаемого из (13) и представляющего его уравнения 

(1) вычтем из каждой переменной kjr
j

hi ,1|  , число (r+1), тогда уравнение 

(1) примет вид 
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)1(  rkn . 

Теперь преобразуем уравнение (14) следующим образом: 

 переменным hi, не подвергшимся уменьшению, присвоим значения пере-

менных yi,  

 переменным )1(  rh j
, подвергшимся уменьшению, также присвоим 

значения переменных 
j

y . 

Таким образом переопределив переменные уравнения (14) получаем эквива-

лентное уравнение 

)1(....21  rknyyy N
,                               (15) 

число упорядоченных целочисленных неотрицательных решений которого 

равно числу целочисленных решений уравнения (14). 

Как известно из [8, 9] число упорядоченных целочисленных неотрицательных 

решений уравнения x1+x2+...+xN=m, равно 














1

1

N

mN , 

а тогда число решений уравнения (15) при m=nk(r+1) равно 














1

1)1(

N

rknN . 

Теперь в соответствии с (12), (13) и (14) и числу слагаемых в каждой k–й 

сумме искомое количество решений ),,( rnNhK  равняется 


N

j
jrnNhK

1
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1
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0
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N

rknNN

k k

Nk .                               (16) 

Выражение (16), полученное в результате применения метода включения – 

исключения, соответствует выражению (10), независимо полученному методом 

взаимно однозначного соответствия. Данный факт может служить дополнитель-

ным подтверждением правильности значения (10). 
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Анализ количества решений уравнения. Для параметров выборок на гра-

нице Фишера Р.А. [15] n=5N и соответствующих им ограничениям на значения 

статистики максимальной частоты )10,5,( 5 NNmr  для точности =10
-5

, рас-

считанным в соответствии с [16, 17] с помощью [18] для мощностей алфавита N от 

2 до 27 были проведены расчеты количества решений уравнения первой кратности 

без ограничений ),,( nnNKh
 на значения частоты и с ограничением на это зна-

чение ),,( rnNKh
. Результаты частично представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Количество решений уравнения первой кратности типов с ограничениями  

и без ограничений для параметров на границе Фишера n=5N 

№ 

п/п 

Параметры 
),,( nnNKh
 ),,( rnNKh

 ),,(),,( rnNKnnNK hh   
N n r 

1 2 2 4 5 6 7 

 2 10 10 1,10 х 101 1,10 х 10 1 0 

1 2 2 4 5 6 7 

 3 15 14 1,36 х 102 1,33 х 10 2 3,00 х 10 0 

 5 25 17 2,38 х 104 2,21 х 10 4 1,65 х 10 3 

 6 30 17 3,25 х 105 2,88 х 10 5 3,71 х 10 4 

 9 45 18 8,86 х 108 7,23 х 10 8 1,63 х 10 8 

 10 50 18 1,26 х 1010 9,84 х 10 9 2,72 х 10 9 

 11 55 19 1,79 х 10 11 1,44 х 1011 3,49 х 10 10 

 16 80 19 1,10 х 1017 7,53 х 10 16 3,51 х 10 16 

 17 85 19 1,60 х 10 18 1,06 х 1018 5,44 х 10 17 

 18 90 19 2,32 х 10 19 1,48 х 10 19 8,39 х 10 18 

 19 95 19 3,37 х 10 20 2,08 х 10 20 1,29 х 10 20 

 20 100 20 4,91 х 10 21 3,27 х 10 21 1,64 х 10 21 

 21 105 20 7,16 х 10 22 4,64 х 10 22 2,51 х 10 22 

 22 110 20 1,04 х 10 24 6,60 х 10 23 3,84 х 10 23 

 27 135 20 7,00 х 1029 3,86 х 10 29 3,13 х 10 29 

Разница в количестве решений с ограничениями и без представлена на рис. 1.  

На рис. 2 представлено процентное отношение числа решений с ограничениями к 

общему числу решений. 

 
Рис. 1. Разность общего число решений уравнения первой кратности и числа его 

решений с ограничениями 

Анализ значений в колонках 5, 6 и 7 табл. 1 и рис. 1 и 2 позволяет сделать следую-

щие основные выводы о количестве решений уравнения первой кратности типов. 
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Рис. 2. Процентное отношение числа решений с ограничениями к общему числу 

решений уравнения первой кратности 

Общее число решений уравнения практически всегда больше числа решений 

с ограничениями. 

Разность в количестве решений увеличивается с ростом мощности алфавита 

N и объёма выборки n. 

Для ограничения r на максимальную частоту встречаемости знаков алфавита, 

вычисляемого из точности =10
-5

,
 
 процентное отношение числа решений с огра-

ничениями к общему числу решений уравнения падает с ростом мощности алфа-

вита N и объёма выборки n. 

Как показывалось в [19] для оценки алгоритмической сложности расчета 

точных приближений распределений вероятностей значений статистик методом 

первой кратности необходимо, для всех значений параметров выборок N и n, уметь 

оценивать, как общее число перебираемых векторов возможных решений рассмат-

риваемого нами уравнения первой кратности, так и само количество получаемых 

решений. Вид полученного выражения (10) аналитически прост, не содержит пре-

дельных и остаточных членов, как в предельных разложениях [20], и может быть 

вычислен для любых параметров выборок как с ограничениями на значения часто-

ты так и без ограничений. 

Заключение и выводы. Получены аналитические выражения, позволяющие 

для любых значений мощности алфавита N, объёма выборки n и ограничения на 

значение максимальной частоты встречаемости знаков алфавита r вычислять ко-

личество целочисленных неотрицательных решений уравнения первой кратности 

типов. Впервые решения получены для самых минимальных условий на выборку, 

учитывающих возможность отсутствия в выборке одного либо нескольких знаков 

из рассматриваемого алфавита. Достоверность полученных выражений подтвер-

ждается его логическим доказательством и применением при его выводе извест-

ных методов. 

Вид полученного выражения позволяет использовать его при изучении алго-

ритмической сложности расчетов точных приближений распределений вероятно-

стей значений статистик с заранее указанной точностью . В частности получен-

ной выражение используется для получения выражения алгоритмической сложно-

сти расчета точных приближений вероятностей распределений значений статистик 

методом первой кратности. 

Анализ сравнения вычисленных значений количества решений уравнения 

первой кратности с ограничениями на частоту и без ограничений показывает их 

значительную разницу, увеличивающуюся с ростом мощности алфавита и объема 

выборки. 
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ 

ИНФОРМАЦИОННЫХ ГРАФОВ В ПАРАЛЛЕЛЬНО-КОНВЕЙЕРНУЮ 

ФОРМУ 

Многие задачи цифровой обработки сигналов могут быть представлены в виде информа-
ционных графов. Реконфигурируемые вычислительные системы, построенные на основе ПЛИС, 
могут иметь структуру, непосредственно соответствующую информационному графу ре-
шаемой задачи. Построение графа задачи и последующее создание вычислительной структуры 
может занимать значительное время при выполнении их вручную. В связи с этим возникает 
необходимость создания алгоритмов преобразования информационных графов, которые могут 
выполняться автоматически. В статье предложены алгоритмы преобразования однородных 
графов, содержащих ассоциативные операции, и смешанных графов, содержащих два типа 
операций, один из которых является дистрибутивным по отношению к другому. Преобразова-
ния графов первого типа (состоящих из операций одного типа) сводятся к переходу от после-
довательной формы графа к пирамидальной для ускорения выполнения всех операций графа.  
В случае если имеющегося количества оборудования недостаточно для реализации всех опера-
ций графа, применяется преобразование, разбивающее исходный граф на изоморфные подгра-
фы. Размер подграфа зависит от имеющегося вычислительного ресурса. В этом случае вычис-
лительная структура будет соответствовать такому подграфу. Преобразования графов вто-
рого типа (состоящих из операций двух типов, одни из которых являются дистрибутивными 
по отношению к другим) сводятся к разделению графа на подграфы, содержащие операции 
одного типа, соединённые особым образом. После этого эти подграфы могут быть преобра-
зованы в пирамидальную форму для ускорения выполнения всех операций графа. При этом 
количество вершин с дистрибутивными операциями может значительно возрасти, в связи с 
чем может потребоваться сокращение их числа. Отсюда следует, что при преобразовании 
графов второго типа не обходимо выбирать конкретную форму, к которой будет приведён 
граф, исходя из соотношения его размера и имеющегося вычислительного ресурса. Таким 
образом, предложенные алгоритмы преобразования информационных графов различных типов 
могут быть эффективно использованы при разработке вычислительных структур, основанных 
на ПЛИС. 
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