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С.Г. Буланов 

КОМПЬЮТЕРНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Предложен подход к анализу устойчивости в смысле Ляпунова систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений. В основе подхода лежат критерии устойчив о-

сти в виде необходимых и достаточных условий, полученные на основе матричных 

мультипликативных преобразований разностных схем численного интегрирования. 

Матричная, мультипликативная форма критериев влечет возможность их циклич е-

ской программной реализации в виде цикла по числу сомножителей. Математически 

обосновано, что необходимая в процессе программирования замена бесконечного 

матричного произведения на конечное произведение, сохраняет достоверность анал и-

за устойчивости по предложенным критериям. Проведено исследование зависимости 

достоверности компьютерного анализа устойчивости от погрешности разностного 

решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений. С целью повышения 

точности разностных приближений решения и линеаризации системы используется 

метод варьируемого кусочно-полиномиального приближения решения. Метод дает 

непрерывные и непрерывно-дифференцируемые приближения искомых решений на 

всем промежутке интегрирования. Требуемые приближения получаются на основе 

кусочно-полиномиальной аппроксимации интерполяционными полиномами Ньютона, 

преобразованными к форме полинома с числовыми коэффициентами. Компьютерная 

аппроксимация подынтегральных функций повышает точность вычисления интегра-

ла. Тем самым повышается точность вычисления выражений в каждом сомножите-

ле матричных произведений, как следствие повышается достоверность анализа по 

критериям устойчивости. Проведен программный и численный эксперимент по анали-

зу устойчивости системы Лоренца при заданных начальных условиях и вариации п а-

раметров. На основе численных данных, полученных в ходе эксперимента, однозначно 

установлен характер устойчивости исследуемой системы. В целом предложенный 

подход дает возможность выполнить анализ устойчивости произвольной системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений в режиме реального времени без обращ е-

ния к методам качественной теории дифференциальных уравнений и системам ко м-

пьютерной математики. 

Устойчивость по Ляпунову; компьютерный анализ устойчивости; разностные реше-

ния дифференциальных уравнений. 

mailto:nik1-58@mail.ru
mailto:nik1-58@mail.ru
mailto:w_m88@mail.ru
mailto:nik1-58@mail.ru
mailto:w_m88@mail.ru


Раздел II. Алгоритмы обработки информации 

 89 

S.G. Bulanov 

COMPUTER METHOD FOR ANALYZING THE STABILITY  

OF DIFFERENTIAL EQUATIONS SYSTEMS 

This article proposes approach to the stability analysis in the sense of Lyapunov for systems of 

ordinary differential equations. The approach is based on stability criteria in the form of necessary 

and sufficient conditions obtained on the basis of matrix multiplicative transformations of difference 

schemes of numerical integration. The matrix, multiplicative form of criteria implies the possibility of 

their cyclic program implementation in the form of a cycle by the number of multipliers. It is mathe-

matically proved that the replacement of an infinite matrix product with a finite product, which is 

necessary in the programming process, preserves the certainty of the stability analysis according to 

the proposed criteria. The dependence of the certainty of computer stability analysis on the error of 

the difference solution of a system of ordinary differential equations is investigated. In order to im-

prove the accuracy of difference approximations of the solution and linearization of the system, the 

method of variable piecewise polynomial approximation of the solution is used. The method gives 

continuous and continuously differentiable approximations of the desired solutions over the entire 

integration interval. The required approximations are obtained on the basis of a piecewise-

polynomial approximation by Newtonian interpolation polynomials converted to the form of a poly-

nomial with numerical coefficients. Computer approximation of integrands increases the accuracy of 

integral calculation. This increases the accuracy of calculating expressions in each multiplier of 

matrix products, and consequently increases the certainty of analysis using stability criteria. A pro-

gram and numerical experiment was conducted to analyze the stability of the Lorentz system under 

given initial conditions and parameters changes. Based on the numerical data obtained during the 

experiment, the stability nature of the system under study is unambiguously established. In General, 

the proposed approach makes it possible to perform a stability analysis arbitrary systems of ordinary 

differential equations in real time mode without access to methods of the qualitative theory of differ-

ential equations and systems of computer mathematics. 

Lyapunov stability; computer stability analysis; difference solutions of differential equations. 

Введение. Быстрый (в режиме реального времени) и достоверный анализ ус-

тойчивости по Ляпунову систем обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) требуется проводить при решении задач прикладной математики, механи-

ки, физики, теории сверхоперативного управления [1–3]. 

Компьютеризация математических и системных исследований приводит к 

вопросу о выполнимости достоверного анализа устойчивости средствами вычис-

лительной техники [4–6]. В статье представлены сравнительно доступные и досто-

верные средства анализа для автоматизированного контроля устойчивости. Разра-

батываемый метод анализа устойчивости систем ОДУ строится на основе мульти-

пликативных преобразованиях разностных схем численного интегрирования [7–9]. 

Для анализа устойчивости используется также вектор-функция правой части сис-

темы ОДУ и ее производная. В отдельных разновидностях предлагаемый подход 

дает возможность аналитического применения [10], в целом трактуется как ком-

пьютерно-ориентированный. 

Рассматривается задача Коши для нелинейной системы ОДУ 

),( YtF
dt

dY
 , 

00 )( YtY  .                                         (1) 

Предполагается, что существует 0δ0  , при котором выполнены все условия су-

ществования и единственности для невозмущенного решения на полупрямой ),[ 0 t  и 

для каждого его возмущения с начальным вектором из окрестности 
000 δ

~
YY . 

Предполагается также, что в области }δ
~

:)(
~

,)(;{: 0000  YYtYtYttR  
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функция ),( YtF  определена, непрерывна и непрерывно дифференцируема по t , 

компоненты этой функции удовлетворяют неравенству 

kkkk yyLYtfYtf ~)
~

,(),(  , constL , ),[ 0  tt , ),( Yt , RYt )
~

,( , 

nk ,1 . 

Ставится задача разработать метод анализа устойчивости решения задачи (1) 

в смысле Ляпунова [11]. 

Описание метода. С помощью замены )()()( tZtYtV  , RtY )( , )(tZ  – 

невозмущенное решение, система (1) преобразуется к системе  

),( VtU
dt

dV
 , 

00)( VtV  ,                                          (2) 

для которой 0)0,( tU  [12]. 

Для системы (2) справедливы следующие утверждения: 

1) Производная функций ))(,( tVtuk
, ))(

~
,( tVtuk

, nk ,1  ограничена: 

1))(,( ctVtuk  , 
1))(

~
,( ctVtuk  , const1 c  ),[ 0  tt . 

2) Выполняется неравенство: 
kkkk vvLVtuVtu ~)

~
,(),( 0  , const0 L , 

),[ 0  tt , nk ,1 . 

Выполним следующее преобразование системы (2): 

k

k

nkk v
v

vvtu

dt

dv ),...,,( 1 , nk ,1 , 

или, в матричной форме [13] 
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),...,,(
...000

0...000

0...0
),...,,(

0

0...00
),...,,(

...

2
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2

12

1

11

2

1

.   (3) 

Возмущение нулевого решения системы (3) в форме метода Эйлера с оста-

точным членом на каждом шаге имеет вид: 

iiiii QVVtAhEV
~~

))
~

,((
~

1 
, ...,1,0i ,                          (4) 

где  
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2

1

~
hcQ i  . Остаточным членом метода Эйлера на шаге будем считать разность 

между точным решением и его приближением по методу Эйлера. 

Всюду ниже, при любом выборе constt ,   ,0tt , h  и переменный 

индекс i  предполагаются связанными соотношениями: 

1 itt , 
1

01




 

i

tt
h i , ...,1,0i .                                    (5) 

Рекуррентное преобразование (4), влечет выражение для величины возмуще-

ния через возмущение начальных данных 

i

i

iii SVVtAhEV 


 
0

01

~
))

~
,((

~




,                                 (6) 

где 






 
i

k

ki

ikiii QQVtAhES
1 0

1

~~
))

~
,((




. 

Лемма 1. В рассматриваемых условиях имеет место соотношение 

)(hOSi   [14]. 

Следствием леммы 1 является равенство 

0lim
0





i

h
S .                                                           (7) 

Предельный переход в равенстве (6) при любом t  из (5) влечет равенство 

i
h

i

ii
h

SVVtAhEtV
0

0

0
0

lim
~

))
~

,((lim)(
~







 



. 

Стремление h  к нулю равносильно стремлению i  к бесконечности. Следо-

вательно, с учётом (7), для любого   ,0tt  выполнено: 








i

ii
i

VVtAhEtV
0

0

~
))

~
,((lim)(

~




.                                  (8) 

На основании (8) следует, что для произвольного t  величина возмущения 

равна бесконечному матричному произведению, умноженному на возмущение 

начальных данных. Следовательно, бесконечное матричное произведение опреде-

ляет величину возмущения. 

Теорема 1. Для того чтобы решение задачи (2) было устойчиво, необходимо 

и достаточно выполнение неравенства 

const~))
~

,((lim 1

0







cVtAhE
i

ii
i 


   ,0tt .          (9) 

Решение асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда выполнено 

(9) и выполняется соотношение 

0))
~

,((limlim
0







i

ii
it

VtAhE



.                             (10) 

Критерии (9), (10) позволяют определить характер устойчивости, асимптоти-

ческой устойчивости либо неустойчивости нелинейной системы ОДУ без пред-

ставления решения в аналитической форме и использования методов качественной 

теории дифференциальных уравнений [15–17]. Форма выражений под знаком пре-
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дела позволяет запрограммировать вычисление выражений в виде цикла по числу 

сомножителей. Это влечет возможность компьютерного анализа устойчивости в 

режиме реального времени [18]. 

Для вычисления диагональных элементов матрицы )
~

,( ii VtA  с более высокой 

точностью, чем на основе разностных методов, используется метод варьируемого 

кусочно-полиномиального приближения решения задачи Коши для ОДУ [19, 20]. 

Приближение решения и правой части (2) на 
1

0

],[],[





R

i

ii baba  сводится к после-

довательному приближению на подынтервалах 


1

0

1],[],[





P

j

jjii ttba , },1,0{,2 0
0  kP

k .                  (11) 

При каждом 1i  полагается )(~)(~
11  ikik bvav , 

00
~)(~ vavk  . На каждом 

подынтервале из (11) строится кусочно-полиномиальное приближение функции 

правой части (2). Количество подынтервалов 02
k

P   и степень интерполяционно-

го полинома 0n  выбираются так, чтобы было минимальным значение 

1,0,],[,|))(,...),(,()(|)( 110
  Pjttttztztutt jjnjjknkjjik

, 

nk ,1 , 

где )~,...,~,()( 10 nknjk vvtut  ,  

t

t

njkjkjk

j

dttvtz )(~)(
0

 – полином с числовы-

ми коэффициентами, приближающий искомое решение. При этом приближенные 

значения решений в узлах интерполяции первоначально вычисляются по методу 

Эйлера. 

Коэффициенты кусочно-полиномиальной аппроксимации вычисляются сле-

дующим образом. При каждом j  подынтервал ],[ 1jj tt  из (11) разбивается на 

0n  равноотстоящих узлов с шагом 
0h : 

0

1

000 ,,0,
n

tt
hnphptt

jj

jpj




 .                            (12) 

В каждом из узлов (12) вычисляются значения ),...,,( 1 pjnpjpjk vvtu , где 

pjkv  определяется по методу Эйлера: 

  0)1()1(1)1(01 ,1,),...,,( npvvtuhvv pnjpjpjkpjkpjk  
, nk ,1 .  (13) 

При этом в качестве 0jv  берется значение на границе справа из окончатель-

ного приближения на предыдущем подынтервале: 
0)1(0 njkjk vv  , для начального 

подынтервала из (11) 000
~

kk vv  . Значения ),...,,( 1 pjnpjpjk vvtu  принимаются 

за значения в узлах интерполяции: 

01 ,0,),...,,( npvvtu pnjpjpjkpjk  , nk ,1 .                   (14) 
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Далее v  будет обозначать вычисляемое приближение точного решения v~ . 

По условиям интерполяции (14) строится интерполяционный полином Ньютона 

степени 0n , который приводится к виду [20]: 




 









 
 

 0

0
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0

0

0
)(
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tt
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0jk

m

mjkb  .                                    (15) 

Полином (15) приближает производную решения задачи (2). Приближение 
самого решения строится как первообразная от (15) с постоянной, принимающей 

значение 
0jkv . Семейство первообразных от полинома )(

0
tnjk  на j -м подын-

тервале имеет вид 



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0
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1
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hCdxx
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
. Фиксирование в правой части 

значения нижнего предела и замена константы C  на 
0jkv  определяет функцию 
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Полином (16) принимается за приближение решения )(~ tvk
 на j -м подын-

тервале: ],[,)()(~
1 jjjkk ttttztv . Вычисление значений полинома (16) произ-

водится по схеме Горнера при 
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Значения 
0,1,)( nptzv pjjkpjk  , из (16) в процессе компьютерной реали-

зации оказываются более точными приближениями решения, чем получаемые не-
посредственно с помощью разностного метода. Эти значения принимаются за но-
вые уточненные значения в интерполяционных узлах для последующего интерпо-
лирования. Данный рекуррентный процесс позволяет существенно уточнить полу-
ченные приближения. 

В итоге матрица )
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Выполненная линеаризация позволяет применять методы анализа устойчиво-

сти систем линейных ОДУ [7, 9] для исследования системы вида (2). 

Если в представленных выше критериях найдётся const0 i , такое что для 

всех 
0ii   выполнено 

const~))(
~

( 2

0




 ctAhE
i

i




, const~
2 c    ,0tt ,               (17) 

то решение задачи (2) устойчиво. Доказательство следует из предельного пе-

рехода в неравенстве (17) и из (9). 

Критерии устойчивости получены на основе разностных приближений реше-

ния системы ОДУ. Следовательно, численное значение бесконечных произведе-

ний, составляющих основу критериев, зависит от погрешности разностной схемы. 

Проблема заключается в замене точного выражения решений из (6) на их разност-

ные приближения по Эйлеру. В предложенных критериях это повлечёт замену 

точных значений 
iV

~
, на приближённые 

iЕV
~

, на каждом шаге с номером i . Требу-

ется выяснить, как это отразится на достоверности критериев устойчивости. 

По аналогии с (6) получим соотношение, определяющее величину возмущения 
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Разность соотношений (6) и (18) с учетом линеаризации матрицы )
~

,(   ii VtA  

влечет оценку )(
~~

11 hOVV iEi  
. Поэтому практическое применение критериев 

устойчивости осуществимо на основе метода Эйлера.  

При компьютерной реализации не может быть вычислено точное значение бес-

конечного произведения из левой части критериев. Следовательно, необходимо иссле-

довать влияние на достоверность критериев замены бесконечных произведений про-

изведением начальных сомножителей в произвольно фиксированном количестве. 

В [9] установлено, что при любом выборе constT ,   ,0tT , для любых 

V
~
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. При этом сходимость 

является равномерной как по всем t , так и по всем V
~

 из (2) в данных ограничени-

ях. Если, кроме того, 
1)(0

~ kv , const0 1    nk ,...,1 , то для 0  
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i PP lim   Ttt ,0 , 
0ii  . Сле-

довательно, если решение задачи (2) устойчиво, то на любом промежутке  Tt ,0
 

существует ),
~

,( 000 VTii  , начиная с которого выполняется неравенство 

3
~cPi  , const~

3 c   Ttt ,0 , 
0ii  , при этом константа 

3
~c  не зависит от 

выбора T  и V
~

 при данных ограничениях. 

Таким образом, бесконечное произведение сомножителей под знаком преде-

ла можно заменить частичным произведением. Это даёт возможность практиче-

ской программной реализации полученных критериев устойчивости. Компьютер-
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ная реализация критериев выполняется с постоянным шагом на фиксированном 

промежутке. Анализ устойчивости, проводимый на этой основе, приводит к ис-

черпывающе достоверным оценкам характера устойчивости исследуемых систем 

[7, 8, 18]. 

Численный и программный эксперимент. Исследуется на устойчивость 

система Лоренца 
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Необходимо на основе численного эксперимента проверить достоверность 

анализа устойчивости по предложенному методу. Эксперимент проводился с по-

мощью ПК на базе процессора Intel(R) Core(TM) i5-4460 в среде программирова-

ния Delphi. 

Система (19) исследуется при начальных условиях )1(2010  rbyy , 

130  ry  и значениях параметров 1,10 , 7,24r , 3/8b . 

После преобразования системы (19) к виду (2) получим 
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Анализ устойчивости выполняется на основе критерия (17). Исследование 

проводится на промежутке ]1000,0[  с шагом 00001.0h , величина возмущения 

начальных данных равна 00001.0 . На каждом шаге работы программы находится 

численное значение нормы текущего матричного произведения из (17). На основе 

этих значений делается вывод о характере устойчивости исследуемой системы. 

Ограниченное изменение значений нормы соответствует устойчивости, монотон-

ное стремление к нулю характеризует асимптотическую устойчивость, неограни-

ченный рост свидетельствует о неустойчивости. 

Таблица 1 

Результаты анализа устойчивости системы (19) при значении параметров 

1,10 , 7,24r , 3/8b  

t  100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 

norma  1,36 1,45 1,04 1,15 0,86 0,87 0,75 0,63 0,64 0,47 

Значение нормы ограничено константой, что является признаком устой-

чивости. 

Далее выполняется анализ устойчивости системы (19) при значении парамет-

ров 1,10 , 24r , 3/8b  с неизменными начальными условиями. 
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Таблица 2 

Результаты анализа устойчивости системы (19) при значении параметров  

1,10 , 24r , 3/8b  

t  100 200 300 400 500 

norma  
11067.1   

21079.1   
31086.1   

41085.1   
51006.2   

t  600 700 800 900 1000 

norma  
61092.1   

71027.2   
81099.1   

91048.2   
101009.2   

Монотонное убывание значений нормы по критерию (17) свидетельствует об 

асимптотической устойчивости. 

Ниже выполняется анализ устойчивости системы (19) при значении парамет-

ров 1,10 , 2,25r , 3/8b  с прежними начальными условиями. 

Таблица 3 

Результаты анализа устойчивости системы (19) при значении параметров 

1,10 , 2,25r , 3/8b  

t  100 200 300 400 500 

norma  6,71 26 117 396 31097.1   
t  600 700 800 900 1000 

norma  
31039.6   

41015.3   
51025.1   

61054.1   
61087.1   

Монотонный рост значений нормы соответствует неустойчивости. Трактовка 

характера устойчивости системы (19) при вариации параметров оказалась в пол-

ном соответствии с известной. Это свидетельствует о практической пригодности 

представленного метода. Наряду с данным методом целесообразно применять ме-

тоды описанные в [21–23]. Эти методы, основанные на построении функций Ля-

пунова, предполагают аналитическое применение, в отдельных разновидностях 

допускают компьютерную реализацию [24, 25]. 

Заключение. Предложен подход к анализу устойчивости систем ОДУ на ос-

нове критериев, полученных в результате матричных мультипликативных преоб-

разований разностных схем численного интегрирования. Выполнена линеаризация 

исходной системы на основе кусочно-полиномиального приближения решения и 

правой части системы в виде полиномов с числовыми коэффициентами. Форма 

критериев позволяет реализовать их программно в виде цикла по числу сомножи-

телей. По числовым данным, полученным в ходе компьютерного анализа, одно-

значно определяется характер устойчивости исследуемых систем. При построении 

и реализации критериев не используются методы качественной теории дифферен-

циальных уравнений. На основе программного и численного эксперимента в ре-

жиме реального времени достоверно определяется характер устойчивости системы 

Лоренца при заданных начальных условиях и вариации параметров. 
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МОДИФИЦИРОВАННАЯ РАСПРЕДЕЛЕННАЯ АРХИТЕКТУРА 

ОБРАБОТКИ ДАННЫХ ДЛЯ ГЕОИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ
* 

 

Предложена модифицированная распределенная архитектура обработки данных на 

основе модели клиент-сервер, как один из вариантов реализации программного приложения 

геоинформационной системы. Проведенный обзор существующих геоинформационных 

систем и их классификация с точки зрения архитектуры продемонстрировали перспек-

тивность применения распределенной архитектуры. Однако, системы, разработанные на 

основе традиционной распределенной архитектуры, сталкиваются с проблемами ото-

бражения обработанных трехмерных данных в реальном времени на вычислительных уст-

ройствах с низкой производительностью. В связи с этим целью данной работы является 

разработка и исследование модифицированной архитектуры геоинформационных систем, 

позволяющей снизить требования к вычислительным устройствам клиентов. Актуаль-

ность темы исследования заключается в том, что в настоящее время существуют уст-

ройства способные поддержать работу только тонких клиентов, которые зачастую 

имеют малый функционал и не способны решать тяжелые вычислительные задачи. В 

статье рассмотрены особенности структурной и программной реализации геоинформа-

                                                           
* Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта  

№ 20-07-00559. 
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