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МОДЕЛИРОВАНИЕ СТРУКТУРЫ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ  

ДЛЯ ПРОЕКТИРОВАНИЯ ЭФФЕКТИВНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ 

СТРУКТУР НА ПЛИС 

Предлагается метод построения вычислительных моделей для исследования и опти-

мизации универсальных вычислительных структур, выполняющих вычисление вычисления 

сложных кубатурных формул. Теоретической базой для введенных моделей служит теория 

пространственной грануляции, методы которой разработаны коллективом авторов. Ме-

тодология пространственной грануляции позволяет переходить от вычислений в точечном 

метрическом пространстве данных (которое не всегда существует) к вычислениям в аф-

финном многомерном пространстве, содержащем укрупненные единицы данных (про-

странственные гранулы). Такое преобразование данных основано на использовании аффин-

но-инвариантных моделей декартовых гранул и основывается на оптимальных процедурах 

покрытия точечного пространства выпуклыми гранулами. Такие полезные вычислитель-

ные свойства введенных моделей данных позволяют построить вычислительно эффектив-

ные процедуры для манипулирования многомерными данными, одним из приложений кото-

рых является вычисление многомерных кубатурных формул. Новые модели позволяют соз-

давать наглядные матричные модели данных произвольной размерности для целей плани-

рования структуры вычислительных процессов и построения информационных графов 

таких процессов. Эффективное и наглядное представление сложных вычислительных 

формул позволяет выполнять эквивалентные (с численной точки зрения) преобразования 

таких формул с целью выбора эффективных схемных решений для построения высокопро-

изводительных вычислительных блоков вычисления кубатур высокой размерности на базе 

ПЛИС. На основе оптимизированных моделей вычислительных структур строятся схем-

ные решения, реализующие кубатурные формулы на реконфигурируемых вычислительных 

системах. Сложность решения задачи проектирования на ПЛИС связана с тем, что ис-

пользуемые вычислительные средства содержать поля ПЛИС, проектирование вычисли-

тельных структур для которых является вычислительно сложной задачей. Авторы ис-

пользовали разработанные в организации автоматизированные средства проектирования 

на полях ПЛИС, такие как язык высокого уровня COLAMO, язык низкого уровня Fire Con-

structor и сопутствующие программные средства для реализации полученных информаци-

онных графов многомерных кубатур и экспериментальной оценки качества полученных 

результатов. Предлагаемый в работе теоретический подход к моделированию и оптими-

зации информационных графов вычислительных структур может быть распространен на 

широкий круг задач вычислительной математики. 

Численные методы; кубатурные формулы; теория грануляции; пространственные 

гранулы; высокопроизводительные вычисления; реконфигурируемые вычислительные сис-

темы; ПЛИС. 

N.S. Krivsha, V.V. Krivsha, S.A. Butenkov 

THE STRUCTURE OF CUBATURE FORMULAS MODELLING  

FOR THE EFFICIENT FPGA IMPLEMENTATION 

In the paper we present the new computing models for the common cubature formulas com-
puting unit design and optimization. The basis of new modeling technique is related with the space 
granulation theory, developed in our recent papers. The Spatial Granulation Technique allows us 
to pass from computing in the metrical data points space to affine data space, contains the aggre-
gated data units named as granules. The introduced data transformation based on the affine-
invariant Cartesian granule model and on the optimal data points coarsening procedures. The 
useful properties of new data models allows to provide the very efficient multivariable data man-
agement procedures. The one of them is the multivariate cubature formulas calculation. The new 
theory provides the obvious matrix data processing models for the information graphs design and 
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optimization. We can perform the equivalent mappings for the complicated information graph 
models for the efficient structures matching. Optimized models of information graphs are used for 
the FPGA-based devices implementation. The main problem of FPGA design is the commutation 
structures complication for the large FPGA fields, obtained as the basic units for the reconfigura-
ble cubature formulas computing units. In this work we use the high-level programming language 
COLAMO and assembler language Fire Constructor for the computing units implementation. As a 
result of new technique implementation we can provide the family of adequate and useful graphic 
representation for a multivariable cubature formulas over the matrix calculation. The provided 
models are suitable for the optimal design of configurable computing structures, universal and 
dedicated devices from the FPGA basis. For the device implementation the developed high-level 
software products are used. For the designed universal devices the testing procedures was per-
formed and examined with the symbolic calculation software for the computing results evaluation.  

Cubature formula; theory of space granulation; space granules; high-performance compu-
ting; configurable computer; FPGA. 

Введение. Одной из классических, но и поныне практически важных задач 
вычислительной математики является задача вычислении многомерных (или мно-
гократных) интегралов. Это область численных методов, изобилующая множест-
вом классических результатов, но предоставляющая обширное поле нерешенных 
задач [1]. Она имеет широчайшее поле приложений [2, 3] и, в то же время, являет-
ся обширным полем приложения сил для получения новых теоретических резуль-
татов [4, 5]. В настоящее время существенно расширился круг решаемых в этой 
области вычислительных задач. Потребовалось научиться вычислять интегралы от 
сложных функций большого числа переменных [4–6]. При этом резко выросли 
вычислительные возможности: можно использовать десятки тысяч и более узлов 
интерполяции. Для подобных задач важнейшую роль приобретают методы проек-
тирования эффективных вычислительных структур [7, 8], решающих сложные за-
дачи при оптимальном расходе аппаратных и временных ресурсов [9, 11]. 

Начальным этапом построения реконфигурируемых высокопроизводитель-
ных систем является построение и оптимизация информационных графов вычис-
лительных процессов [9]. На основе получаемых (и оптимизируемых) графов про-
цессов можно строить реализации вычислительных блоков с использованием вы-
сокоуровневых средств разработки, таких как специализированный язык 
COLAMO и другие средства обеспечения процесса проектирования схемных ре-
шений [12]. Отметим, что решающим (и пока не автоматизированным) этапом в 
проектировании информационных графов является переход от алгебраической 
записи вычислительной формулы к собственно графу вычислительного процесса. 
Эта задача плохо формализуема и содержит значительную творческую состав-
ляющую, подобно задаче составления алгоритма для языков программирования  
[8, 9]. От результатов построения информационного графа для заданной вычисли-
тельной формулы во многом зависят точность, быстродействие и аппаратные за-
траты полученного схемного решения вычислительной задачи [13], поэтому мето-
дология данного этапа является важной при проектировании. 

Цели и задачи работы. Целью работы является разработка методологии моде-
лирования кубатурных формул с помощью математического аппарата грануляции 
для получения моделей, позволяющих изучать свойства различных вычислительных 
структур для последующей реализации с помощью стандартных программных 
средств разработки реконфигурируемых вычислительных структур на ПЛИС.  

Задачи работы: 
1) Построение метода представления кубатурных формул в аппарате грану-

лированных вычислений;  

2) Получение универсальных рабочих структур информационных графов для 

построения устройств вычисления многомерных кубатур; 
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3) Изучение возможности реализации полученных графов на стандартных 

средствах проектирования для ПЛИС; 

4) Экспериментальная оценка полученных результатов. 

Для решения этих задач в работе использованы базовые теоретические ре-

зультаты теории пространственной грануляции данных [15–17], высокоуровневые 

программные средства разработки вычислительных блоков на ПЛИС: алгоритми-

ческий язык COLAMO и язык уровня ассемблера Fire Constructor [12], а также 

средства символьных вычислений пакета MathCAD для оценки точности получен-

ных результатов. 

Основы методологии грануляции. Идеология гранулированных вычисле-

ний основана на переходе от представления данных в виде точек некоторого век-

торного пространства [14] к их представлению более сложными математическими 

структурами. Она объединяет и обобщает широкий круг частных подходов, свя-

занных с кластеризацией, сегментацией, покрытием сетями Кохонена и другими 

подобными подходами, связанными с укрупнением единиц представления данных 

(в широком смысле этого слова) [18–20]. 

В ряде наших работ методология грануляции применена для неточечных объ-

ектов в многомерных пространствах с сохранение исходного геометрического смыс-

ла и получила название теории пространственной грануляции [15, 19, 20] и др.  

В декартовых координатах объект представляется в виде множества элемен-

тов в пространстве размерности n  [6], каждый из которых задан с помощью опре-

делителя с 1n  параметром: 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

1 1 2 1 1

( 1)

( 1)

( 1)

( 1)

n n

n n

n

n n n n n

n n n n n

x x x

x x x

G

x x x

x x x  











,                                    (1) 

при этом параметрами элемента являются координаты вершин элемента 

 , 1, ..., , 1, ..., 1i jx i n j n    в тензорных обозначениях. Данная алгебраическая 

модель допускает вычисление целого спектра мер на элементах nG  с помощью 

миноров (1) согласно [19].  

Построение квадратурных формул на моделях гранул. Используем гео-

метрическое содержание введенной модели (1), где определитель рассматривается 

как аффинный геометрический инвариант, после нормировки, приводится к пло-

щади фигуры, образованной точками, проективные координаты которых входят в 

модель (1).  

Для размерности пространства 1n   (квадратуры) выберем на отрезке чи-

словой оси 1a x b   узлы сетки   1 ;k x a b   , 10 k Nx  , при этом шаг сетки 

может быть неравномерным [1]. Согласно [6], мы можем записать базовую квадра-

турную формулу прямоугольников для интеграла на отрезке в виде 

 

 

   
1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

0 1

0 1

0 1 0

k k

b Nx
k k

ka

x f x

f x dx x f x R x

 





  ,                                (2) 

пригодном для реализации на параллельных и кластерных системах [8, 20].  
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Используя свойства определителей модели (1), мы можем модифицировать 

формулу (2) в форме, эффективной при реализации на конвейерных системах: 

 

 

   

1

1

1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

1

0 1

0 1

0 1 0

Nx
k k

k

b Nx
k k

ka

x f x

f x dx x f x R x
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





 
 

  
 





.                           (3) 

Комбинируя модели (2) и (3), мы можем получить формулу более высокого 

порядка точности (средних прямоугольников) на той же сетке, которая имеет вид: 

     
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  

   
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.             (4) 

Отметим, что используя свойства определителей и формулы (2) – (4), мы мо-

жем построить модели квадратурных формул более высокого порядка точности, 

например, формулы трапеций для параллельно-конвейерной реализации по [19]:  
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.    (5) 

Повышая порядок составных квадратурных формул, из (5) получаем базо-

вый вариант квадратурной формулы Симпсона для параллельно-конвейерной 

реализации [5]: 
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+  1R x . (6) 

Построение кубатурных формул на моделях гранул. Введенная модель (1) 

позволяет развить методологию моделирования формул на гранулах и на случай 

2n  , т.е. для построения моделей кубатурных формул. Для построения модели 

кубатурной формулы будем использовать метод ячеек на основе квадратурных 

формул (2)–(6), поскольку он обеспечивает большую точность, чем  метод повтор-

ного интегрирования [1]. В случае сетки 1 2,a x b c x d     (возможно, нерав-

номерной) с узлами       1 1 2 2, 2 ; ;dk kx x a b c    , 1 20 1 , 0 2k Nx k Nx     

получим параллельную версию кубатурной формулы прямоугольников в виде: 
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Важным свойством введенных кубатур является то, что шаг сетки   может 

быть неравномерным по обеим координатам. Это полезно при разработке адап-

тивных алгоритмов интегрирования [2]. 

Формула (7) может быть представлена в конвейерной форме как: 
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Модифицируя исходные формулы (2), (3) и (7), получим параллельную реа-

лизацию кубатурной формулы трапеций:  
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+  1 2,R x x . (9) 

На основе свойств модели (1) и применяя (2), (3) к (8), можно представить 

кубатурную формулу трапеций в конвейерной форме:  
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

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 





  
  

  

  
   

  

  







+  1 2,R x x . (10) 

Аналогичным образом на основе модели (1) могут быть получены многомер-

ные кубатурные формулы для произвольной размерности пространства n  [15]. 

Полученные формулы демонстрируют методику получения и модификации 

эквивалентных представлений кубатурных формул, позволяющих получать раз-

личную структуру и, следовательно, погрешность, сложность и другие показатели 

процесса вычисления [22].  

Рассмотрим теперь структуры, позволяющие реализовывать в виде аналогич-

ных моделей методы произвольного порядка точности в пространстве произволь-

ного порядка n  [19]. 

Универсальные кубатурные формулы на моделях гранул. Очевидно, что 
с точки зрения вычислительной структуры алгоритма все интерполяционные куба-
турные формулы полностью задаются порядком метода и набором весовых и узло-
вых коэффициентов [1]. Это позволяет для полученной в предыдущем разделе оп-
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тимальной модели вычислений (2)–(10) получить компактное (свернутое) пред-

ставление. Введем общие обозначения для узловых коэффициентов 
kU , опреде-

ляющих расположение узлов k ix , где 11, ...,i Nx  – тензорный индекс координаты, 

а 1, ...,k N – индекс узла сетки по i -й координате. Для обеспечения универ-

сальности в выборе метода введем весовые коэффициенты 
kC , соответствующие 

выбранным узлам сетки   [22].  

Введем индекс для локальных интервалов составной квадратурной формулы 
11, ...,j Nx . На локальных интервалах 

1 1 1,j jx x    используем модельные форму-

лы (2) – (6) с нормировкой шагов на каждом интервале по массиву значений 
kU , а 

также учитывая веса узлов на локальном интервале как 
kC , мы получим универ-

сальную составную квадратурную формулу для моделей (2)–(6), пригодную для 
реализации с помощью языка проектирования COLAMO [5] в виде: 

   
1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1 1

0 0

1

2 2

b j j j jNx N
j j

k k

j kmeta

x x x x
f x dx x x C f U

C

   


 

   
    

   
  +  1R x , (11) 

где 
1

0

N

met k

k

C C




   – нормирующий коэффициент заданного метода интегрирования. 

Число весовых коэффициентов формулы 
kC  равно числу узловых коэффициентов 

kU  и равно N  (порядку выбранного метода интегрирования) [1].  

Распространяя основные обозначения (11) на модельные формулы кубатур 

(7)–(10), для функции  1 2, xf x  на прямоугольнике     , ; ,a b c d  в плоскости 

получим универсальную кубатурную формулу вида: 

 1 2 1 2,
D

f x x dx dx =    
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            
    

  +  1 2,R x x , (12) 

где 
1 2,met metC C  – нормирующие коэффициенты методов интегрирования, 1 2,Nx Nx  

– количества разбиений координатных осей, 1, 2N N   – порядки методов для 

координатных осей 1 и 2, 1 2,i jC C  – весовые коэффициенты по координатам, 1 2, Ui jU  

– узловые коэффициенты по координатам.  
Отметим, что при использовании формул типа (12) для интегрирования по 

разным координатным осям могут быть использованы разные методы, отличаю-
щиеся порядком, узловыми и весовыми коэффициентами [1]. Такое свойство су-
щественно повышает универсальность предлагаемых формул для случая, когда 
свойства подынтегральной функции существенно отличаются при изменении 
вдоль разных координатных осей [2]. 

На основе формул (11), (12) можно получить многомерные кубатурные фор-

мулы для произвольной размерности вмещающего пространства n . Возможно 

также получение универсальных формул для криволинейных областей На основе 
формул (11), (12) можно получить также универсальные кубатурные формулы для 

произвольной размерности вмещающего пространства n  [20]. 

Структурное представление универсальных формул. Полученные в пре-

дыдущих разделах формулы позволяют строить информационные универсальных 

графы кубатурных формул, управляя их реализацией в специализированном языке 
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COLAMO [12]. В качестве примера разработаем возможные реализации графа вы-

числения универсальной квадратурной формулы (11). Для упрощения графа вве-

дем заранее нормированные весовые коэффициенты метода: 1

k kC C Cmet  . Для 

параллельной схемы вычислений граф приведен на рис. 1.  

 

Рис. 1. Базовый граф параллельной схемы вычислений для (11) 

По формуле (11) можно также построить информационный граф для конвей-

ерной реализации квадратуры, представленный на рис. 2. 

 

Рис. 2. Базовый граф конвейерной схемы вычислений для (11) 

Общая структура РВС на ПЛИС строится с помощью метода параллельно-

конвейерного представления информационных графов. Для сборки структур РВС 

из типовых макросов могут используются разработанные в НИЦ СЭ и НК высоко-

уровневые средства проектирования: алгоритмический язык COLAMO и язык 

уровня ассемблера Fire Constructor [9, 12]. 

Приведенные примеры графов вычислений являются универсальными по 

отношению к выбору метода и шага интегрирования. Что позволяет создать уни-

версальные блоки интегрирования для ПЛИС, настраиваемые параметрами  

[8, 11]. Также возможно создание вычислителей кубатурных формул высокой 

размерности 3n  , оптимизированных по структуре вычислений и затрачивае-

мому ресурсу [13]. 



Известия ЮФУ. Технические науки                         Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 

 

 

82 

Исследование реализаций универсальной формулы. Для оценки погреш-

ности вычисления были организованы символические вычисления в пакете 

MathCAD для точного значения интеграла. Для оценки погрешности метода в том 

же пакете вычислялись точные значения квадратуры по выбранному методу. Эти 

значения сравнивались с результатом, полученным с помощью блоков на ПЛИС. 

Результаты тестирования приведены в следующей таблице. 

Таблица 1 

Пор. мет. 1n   2n   3n   
Мет.  

Ньютона-

Котеса 

Отн. погр. Отн. погр. Отн. погр. 

Точ. знач. Выч. знач. Точ. знач. Выч. знач. Точ. знач. Выч. знач. 
5,6% 6,0% 1,5% 1,3% 0,45% 0,64% 

Мет. наив. 

точности 
0,24% 0,32% 0,03% 0,04% 0,002% 0,003% 

Изучение таблицы показывает, что полученные значения квадратур практи-

чески не отличаются от точных значений квадратур. 

Заключение. В работе предлагается математический аппарат представления 

одного важного класса вычислительных задач (вычисление многомерных кубатур-

ных формул [1]), основанный на представлении исходных формул в виде формул 

на пространственных гранулах [6]. Такие модели позволяют получать множество 

вариантов вычислительных структур не эвристическим путем, а с помощью экви-

валентных преобразований исходных формул [19]. При преобразованиях изменя-

ется структура, точность, число операций и другие свойства изучаемых формул, 

что позволяет целенаправленно искать требуемые оптимальные показатели струк-

туры [16] для дальнейшей реализации с помощью стандартных программных 

средств [9].  

Предложенная методика позволяет получить для сложных (многомерных) 

кубатурных формул большое количество вариантов структуры организации вы-

числений, лежащих между чисто параллельным и чисто конвейерным представле-

ниями [8] в виде доступной для восприятия матричной модели [6]. 

В качестве перспектив развития предложенного подхода можно рассматри-

вать распространение полученных теоретических и прикладных результатов на 

методы решения дифференциальных и интегральных уравнений [2], методы ко-

нечных элементов [3] и другие разделы, математически связанные с понятиями 

интегрирования с целью получения эффективных решений таких классов задач на 

реконфигурируемых вычислительных системах [8–10]. 
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