
Известия ЮФУ. Технические науки                         Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 

 

 

178 

Раздел III. Системы управления  

и нелинейная динамика 
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А.Г. Клово, Г.В. Куповых, И.А. Ляпунова  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ 

СТРУНОЙ 

Общепринято, что задачи оптимального управления или задачи проектирования 

системы определяют для заданного объекта или системы объектов управления закон или 

некоторую управляющую последовательность действий, которые обеспечивают максимум 

или минимум заданной совокупности критериев качества системы. При этом может рас-

сматриваться задача быстродействия, т.е. задача о приведении системы в заданное со-

стояние за наименьшее время. Также изучаются задачи минимизации заданного функцио-

нала при фиксированном времени управления системой. Оптимальное управление тесно 

связано с выбором наиболее рациональных режимов управления сложными объектами. 

Проблеме управления посвящено много работ, кроме того в настоящее время подобными 

исследованиями занимаются известные математические школы. В задачах с сосредото-

ченными параметрами исследуемые системы описываются обыкновенными дифференци-

альными уравнениями или их системами. В этом случае важную роль в таком исследовании 

играет принцип максимума Понтрягина. Для уравнений с частными производными говорят 

о системах с распределенными параметрами. В данной работе исследуется возможность 

синтеза оптимального управления одной системой с распределенными параметрами. Рас-

смотрена модель колебаний струны под воздействием управляющих функций в граничных 

условиях. Показана роль выбора минимизируемого функционала в создании возможностей 

синтеза оптимального управления. В этом случае осуществляется поиск управляющего 

воздействия в каждой точке временного промежутка, что приводит к возможности по-

строения его в явном виде. Сформулированы условия, при которых существуют всюду оп-

тимальные управления в соответствующих функциональных пространствах. В конкрет-

ной постановке задачи всюду оптимальное управление построено в явном виде. 

Управление; колебания струны; синтез; оптимальное управление; управляющая 

функция; краевая задача. 

A.G. Klovo, G.V. Kupovykh, I.A. Lyapunova  

THE MATHEMATICAL PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL  

OF THE STRING 

It is generally accepted that optimal control problems or system design problems determine 

for a given object or system of control objects a law or a certain control sequence of actions that 

provide a maximum or minimum of a given set of system quality criteria. In this case, the speed 

problem can be considered, i.e. the problem of bringing the system to a given state in the shortest 

time. We also study the problems of minimizing a given functional for a fixed time of system man-

agement. Optimal control is closely related to the choice of the most rational modes for managing 

complex objects. A lot of works has been devoted to the problem of control, in addition, well-

known mathematical schools are currently engaged in such research. In problems with concen-

trated parameters, the systems under study are described by ordinary differential equations or 

their systems. In this case, the Pontryagin maximum principle plays an important role in this 

study. For partial differential equations, we talk about systems with distributed parameters. In this 
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paper, we investigate the possibility of synthesizing optimal control of a single system with distrib-

uted parameters. A model of string oscillation under the influence of control functions under 

boundary conditions is considered. The role of the choice of the functional to be minimized in cre-

ating opportunities for the synthesis of optimal control. In this case, the control action is searched 

for at each point of the time interval, which leads to the possibility of constructing it explicitly. 

 The conditions for the existence of optimal control everywhere in the corresponding functional 

spaces are formulated. In a specific statement of the problem, everywhere optimal control is ex-

plicitly constructed. 

Control; string oscillation; synthesis; optimal control; control function; boundary value 

problem. 

Введение. Задачи оптимального управления колебаниями струны рассматри-

вались в ряде работ, например, в [1–7]. В работах В.А. Ильина, Е.И. Моисеева и их 

учеников рассмотрена серия задач управления струной. В частности, изучены раз-

личные типы граничных управлений струной на ее границе. При этом решения 

рассматривались в разнообразных функциональных пространствах. Рассмотрена 

серия задач, в которых оптимальное управление гиперболическими уравнениями 

может быть найдено в явном виде. 

В работах [8–17] изучены условия, при которых существуют классические 

решения задач для гиперболических уравнений. При этом построены функцио-

нальные пространства, в которых существуют обобщенные решения и оптималь-

ные управления. 

Французские математики [18, 19] показали специфику задач управления ко-

лебаниями струны и минимальное время, за которое система может быть переве-

дена в заданное состояние. Однако функционал, который минимизируется в этих 

задачах оказался, как показано в работах [20, 21], оказался не самым удачным для 

задач оптимального управления гиперболическими уравнениями. 

В этой работе показано, что использование стандартного минимизируемого 

функционала не обеспечивает возможность построения оптимального управления 

на отдельных временных промежутках. 

Целью исследования является установление возможности синтеза оптималь-

ного управления, т.е. возможности нахождения оптимального управления на от-

дельных временных участках. Найдены достаточные условия, при которых опти-

мальное управление может быть найдено на отдельных участках, вплоть до пото-

чечного поиска. При таком подходе показана возможность построения оптималь-

ного управления в явном виде. 

Начально краевая задача с управлением. Рассмотрим задачу, связанную с 

математическими моделями колебаний струны. Если управление струной проис-

ходит на ее границе, то можно рассмотреть вопрос о приведении струны в задан-

ное состояние. В силу корректности обратных задач для гиперболического урав-

нения, в частности, для уравнения колебаний струны, задача о ее приведении в 

заданное состояние равносильна задаче о приведении в нулевое состояние, при 

котором равны нулю отклонения точек струны от состояния покоя и их скорости. 

Пусть ( , )u t x  – отклонение точки струны с координатой  0;x l  в момент 

времени  0;t T . Тогда функция ( , )u t x  удовлетворяет уравнению 

2 2

2 2

u u

t x

 


 
,                                                      (1) 

начальным 

0
( )

t
u x


 , 

0

( )
t

u
x

t








                                    (2) 

и граничным условиям 
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0
( )

x
u p t


 , 0

x l
u


 .                                             (3) 

Задача заключается в том, чтобы подобрать управляющую функцию 

0
( )

x
u p t


  таким образом, чтобы в заданный момент времени t T  значения 

отклонений точек струны от положения равновесия и скорости точек струны стали 

минимальными в соответствующей метрике. 

В книге [2] рассматривается задача минимизации в этот момент времени 

функционала 

 
2

2

1

0

( ) ( ,

l

t T

u
J p u T x dx

t 

  
       


.                              (4) 

В этой работе показано, что существует минимальный промежуток времени, 

в данном случае равный 2
T

l
 , за который система может быть приведено в любое 

заданное состояние. Если временной промежуток меньше, то можно ставить зада-

чу о минимизации функционала (4) или более подходящего. В этом случае надо 

формулировать теоремы существования и единственности решения поставленной 

задачи и оптимального управления. 

Построение обобщенных решений поставленных задач. При решении за-

дач, связанных с оптимальным управлением системами, как правило, приходится 

рассматривать последовательности решений и управляющих функций. Для суще-

ствования предельных решений необходимо перейти к обобщенным решениям 

поставленных задач. 

Следуя О.А. Ладыженской [1], рассмотрим вначале классические решения, 

которые гарантированно существуют, если выполнены условия  2( ) 0;x C l  , 

 1( ) 0;x C l  ,  2( ) 0;p t C T  гладкости и согласования: (0) (0)p  , 

(0) (0p   , ( ) 0l  , ( ) 0l   . 

Пространством 1

2 ( )W D  мы будем называть замыкание рассматриваемой со-

вокупности функций по норме 

1
2

1

2 2 2

2

( )
( , )

W D

D

u u
u t x u

t x

      
               


.                     (5) 

Под этим понимается следующее. Если функции  ( , )nu t x , n N   в каждой 

точке области    0; 0;D l T   сходится к предельной функции ( , )u t x , у кото-

рой существует конечная норма (5) и при этом выполнено 

1
2 ( )

lim ( , ) ( , ) 0n W Dn
u t x u t x


  , то мы будем говорить, что 1

2( , ) ( )u t x W D . 

Теперь перейдем к определению обобщенного решения задачи (1)–(3). Для этого 

рассмотрим множество 
1( )C D  таких достаточно гладких функций, которые могут 

быть отличны от 0 только лишь в области    , 0,D l T     . При этом положи-

тельное   может быть различным для разных функций. Рассмотрим замыкание вве-

денных функций 
1( )C D  в пространстве 1

2 ( )W D  и обозначим его через 
1( )C D . 
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Пусть  ( , ) ( ) 1v t x p t x l    и введем функцию 

( , ) ( , ) ( , )w t x u t x v t x  .                                            (6) 

Функция ( , )w t x  равна 0 при 0x   и при x l  и является решением задачи 

 
2 2

2 2
( ) 1

w w
p t x l

t x

 
   

 

,                                     (7) 

 
0

( ) (0) 1
t

w x x l 

    ,  

0

( ) (1) 1
t

w
x x l

t
 




   


,          (8) 

0
0

x
w


 ,   

1
0

x
w


 .                                             (9) 

Естественно, что для решения задачи (1)–(3) достаточно решить задачу (7)–(9). 

Определение 1. Функция 
1( , ) ( )w t x C D  такая, что ее предельные значения 

при 0t   равны  ( ) (0) 1x x l     и для каждой функции 
2( , ) ( )t x C D   

выполнено интегральное тождество 

 
1

0

( ) 1 ( ) (0, )
D

w w
p t x l dxdt x x dx

t t x x t

  
 

     
    

     
 

       (10) 

Называется обобщенным решением задачи (7)–(9). 

Соотношение (10) получено умножением (7) на ( , )t x  и интегрирования по 

области    0; 0;D l T   с учетом дополнительных условий. 

Невозможность синтеза оптимального управления для функционала (4). 
Рассмотрим конкретную задачу, когда оптимальное управление может быть по-

строено в явном виде. Если взять 2l  , ( ) 0x  , ( ) sin
2

x
x


  , то функция 

1( , ) 2sin sin
2 2

x t
u t x

 
   является, очевидно, решением задачи (1)–(3) с ( ) 0p t  . 

Также несложно проверить, что функция 

2

0,              0,
( ; )

( ),    0

t x
u t x

p t x t x

 
 

  

 

является решением при 0 2t   задачи (1)–(3) с нулевыми начальными условиями (2) 

и граничными условиями (3). Поэтому на этом временном промежутке функция 

1 2( ; ) ( ; ) ( ; )u t x u t x u t x   является задачи (1)–(3) при указанных условиях. 

Пусть 1T  , тогда для полученного решения выполнено: 

2sin (1 ), 1,
2

(1; )

2sin ,                1,
2

x
p x x

u x
x

x






  

 
 


                                    (10) 

1

(1 ), 1,

0,            1.t

p x xu

xt 

  
 

 

                                      (11) 

Если эти значения в (4), то мы придем к задаче минимизации функционала 

 
2 21 2

2

0 1

2sin (1 ) (1 ) 2sin
2 2

x x
p x p x dx dx

     
             

 
. 
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Сделаем замену 1 x t  , после чего потребуется найти наименьшее значе-

ние интеграла 

 
21

2

0

2cos ( ) ( )
2

t
p t p t dt

  
      


.                                 (12) 

Для минимизации функционала вида  , ( ), ( )

b

a

J F x f x f x dx   использует-

ся уравнение Лагранжа 0
F d F

f dx f

 
 

 

, которое для (12) примет вид: 

    
1

2 2

0

( ) ( ) sinp t p t t dt  
. 

Тем самым для нахождения оптимального управления на временном проме-

жутке  0;1t  мы приходим с учетом условий согласования к задаче Коши 

( ) ( ) 2cos
2

t
p t p t


   , (0) (0) 0p p  , 

решение которой задачи запишется в виде 

2

8
( ) cos

4 2

t
p t cht





 
  

  

. 

Найдем теперь оптимальное управление системой на временном промежутке 

 0;2t . В этом случае при 2T   выполнены условия: 

(2; ) (2 )u x p x  ,                                             (13) 

1

sin (2 )
2t

u x
p x

t







   


.                                   (14) 

Здесь мы приходим к нахождению наименьшего значения величины 

22

2

0

(2 ) sin (2 )
2

x
p x p x dx




  
         


. 

И после замены 2 x t   уравнение Лагранжа приводит нас к задаче Коши 

( ) ( ) 2cos
2

t
p t p t


   , (0) (0) 0p p  , 

имеющее решение 

2

2

2
( ) cos

4 2

t
p t cht

 



 
  

  

. 

Мы видим, что оптимальные управления на участках  0;1t  и  0;2t  не 

совпадают на общем временном участке. Это означает, что при минимизации 

функционала (4) синтез оптимального управление невозможен. 

Пример синтеза оптимального управления для модифицированного 

функционала. Для задачи, рассмотренной в предыдущем пункте, рассмотрим оп-

тимальное управление, минимизирующее функционал 
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2 2

2

0

( )

l

t T t T

u u
J p dx

x t 

     
           


                               (15) 

в те же промежутки времени. 

Решение при 1T  , указанные в (10), (11) при подстановке в функционал (15) 

дают интеграл 

 
2 21 2

2

0 1

cos (1 ) (1 ) cos
2 2

x x
p x p x dx dx

 
 
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После такой же замены 1 x t   мы придем к минимизации функционала 

 
21

2

0

sin ( ) ( )
2

t
p t p t dt




  
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.                                 (16) 

С помощью уравнения Лагранжа мы приходим к задаче Коши 

2

( ) cos
4 2

t
p t

 
  , (0) (0) 0p p  , 

решение которой задачи запишется в виде 

( ) 1 cos
2

t
p t


  . 

При 2T   подстановка полученного решения и (15) приведет нас к миними-

зации интеграла 

 
22

2

0

(2 ) sin (2 )
2

x
p x p x dx




  
           


 

и после замены 2 x t   получим: 

 
22

2

0

( ) sin ( )
2

t
p t p t dt




  
        


.                                  (17) 

С помощью уравнения Лагранжа мы приходим к той же самой задаче Коши 

2

( ) cos
4 2

t
p t

 
  , (0) (0) 0p p  , 

решение которой также запишется в виде 

( ) 1 cos
2

t
p t


  . 

Следовательно, в данном случае оптимальные управления на общем участке 

совпадают. 

Эквивалентное определение оптимального управления. При изучении 

возможности синтеза оптимального управления для минимизируемого функцио-

нала (15) формализуем постановку задачи. Начнем с двух вариантов определения 

оптимального управления. 

Определение 2. Управление ( )p t  будем называть оптимальным среди 

множества допустимых управлений P  на отрезке  0;T , если оно реализует ми-

нимум функционала (15). 
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Для двух допустимых на отрезке  0;T  управлений ( )p t , ( )p t  и соответ-

ствующих им обобщенных решений ( , )u t x  и ( , )u t x  задачи (1)–(3) рассмотрим 

функцию 

 
0

, )

l

T

t T

u u u u u u
K u u dx

t t t x x x

   




         
                   


.            (18) 

Определение 3. Управление ( )p t  будем называть оптимальным среди 

множества допустимых управлений P , если для произвольного допустимого 

управления ( )p t  и соответствующих решений ( , )u t x  и ( , )u t x  справедливо 

соотношение 

 , ) 0TK u u  .                                              (19) 

Введем обозначение  

 
0

, )

l

T

t T

u u u u
f u u dx

t t x x

 




    
         


 

и отметим, что    , ) , )T TK u u f u u u    ,  2( ) , )TJ p f u u . В последнем со-

отношении ( )p t  – произвольное управление, а ( , )u t x  – соответствующее реше-

ние задачи (1)–(3).  Как связаны между собой определения 2 и 3 показывает сле-
дующая теорема. 

Теорема 1. Пусть множество допустимых управлений P  является выпук-
лым, тогда определения 2 эквивалентно определению 3. 

Доказательство. Рассмотрим управление ( )p t , оптимальное по определе-

нию 2. Докажем, что оно оптимально по определению 3. В самом деле, если это не 

так, то найдется управление ( )p t P  такое что справедливо неравенство 

 , 0TK u u  . Рассмотрим при 0 1   управление  

 ( ) ( ) ( ) ( )p t p t p t p t    ,                                    (20) 

которое является допустимым в силу выпуклости P . Соответствующее ре-

шение задачи (1)-(3) имеет вид  ( ) ( , ) ( , ) ( , )u t u t x u t x u t x     и для этого 

решения функционал (15) примет вид 

 2( ( )) ( ( )) 2 ,TJ p t J p t K u u     

2 2

2

0

l

t T

u u u u
dx

t t x x


 



       
               


.                            (21) 

При 0   выражение (21) равно ( ( ))J p t . В то же время само по себе вы-

ражение (21) является квадратным трехчленом относительно  , вершина которо-

го 
0  положительна. Следовательно, на промежутке  00;  квадратный трехчлен 

(21) принимает значения, меньшие, чем ( ( ))J p t . Это противоречит предположе-

нию, что ( )p t  оптимально по определению 2. Поэтому из оптимальности по оп-

ределению 2 следует оптимальность по определению 3.  
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Докажем вторую часть теоремы. Пусть теперь ( )p t  является оптимальным 

в смысле определения 3. Тогда при 1   выполнено равенство 

 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )p t p t p t p t p t       и ( ( )) ( ( ))J p t J p t   в силу (19) и (21). 

Теорема доказана. 

Критерий возможности синтеза оптимального управления. Возможность 

синтеза оптимального управления, т.е. нахождение такого управления на различ-

ных промежутках времени тесно связана с понятием всюду оптимального управ-

ления. 

Определение 4. Всюду оптимальным на промежутке  0;T  называется 

управление ( )p t , оптимальное на каждом промежутке  0;  при 0 T  . 

Уточним, что понимается под синтезом управления. Пусть задано управление 

12 ( )p t  на отрезке  1 2;t t  и управление 
23( )p t  на отрезке  2 3;t t . Если при этом 

12 2 23 2( ) ( )p t p t , то синтезированным этими управлениями мы будем называть 

управление 
13( )p t  на отрезке  1 3;t t , обладающее свойством 

 
 

 

12 1 2

13

23 2 3

( ) ,  ,
( )

( ) ,  .

p t t t t
p t

p t t t t

     
  

.                                        (22) 

Пусть рассматривается задача оптимального управления системой на вре-

менном промежутке  0;T . Рассмотрим следующие условия: 

1. Множеством допустимых управлений P  – выпуклое множество, содер-

жащее нулевое управление. 

2. Под оптимальным понимается управление, при котором достигается ми-

нимум заданного квадратичного, положительно определенного функционала. 

3. Существует число 0  , обладающее тем свойством, что на любом про-

межутке  1 2;t t , принадлежащем  0;T , таком, что 
2 1t t   , существует един-

ственное оптимальное управление. 

4. Если 
10, ( )tp t  является оптимальным управлением на промежутке  10;t , 

1 2
( )t tp t  – оптимальным на  1 2;t t , то синтезированное управление 

20, ( )tp t  будет 

оптимальным на объединенном промежутке  20;t . 

Теорема 2. Пусть для задачи (1)–(3) и произвольного 0T   выполнены ус-

ловия 1.-4. Тогда для нее существует единственное всюду оптимальное управле-

ние ( )p t . 

Доказательство. Точками  it , 0,1,...,i N  разделим отрезок  0;T  на N  

отрезков таким образом, что каждый из них по длине меньше 0   из пункта 3. 

Построим оптимальное управление на каждом из этих промежутков. На первом из 

них берем начальные условия (2), а затем на каждом последующем промежутке в 

качестве начальных берем конечные условия предыдущего промежутка. Докажем, 

что полученное после синтеза таких управление ( )p t  является искомым всюду 

оптимальным управлением. 
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Возьмем произвольные отрезки  ;a b  и  ;b c , где 0 a b T   . Пусть 

( )abp t  является оптимальным управлением на  ;a b  при некоторых начальных 

условиях в точке a , а ( )bcp t  – оптимальным управлением на  ;b c  с согласован-

ными начальными условиями в b . При этом соответствующими решениями зада-

чи (1)–(3) являются, функции ( , )abu t x  и ( , )bcu t x . При этом синтезированное на 

 ;a c  управление обозначим как ( )p t  и соответствующее ему решение – 

( , )u t x . 

Рассмотрим произвольное управление ( )p t  на промежутке  ;a c  с теми же 

начальными условиями и соответствующее решение ( , )u t x . Заметим, что с уче-

том введенных выше обозначений: 

       0 0 0 0, ) , , , ( )c c c cK u u f u u u f u u u f u u u u u               . (23) 

В качестве 
0 ( , )u t x  возьмем решение, соответствующее управлению 

0 ( )p t , 

определяемому соотношением 

   
0

( ) , ,
( )

0,        ,

p t a t b
p t

b t c

     
 

 

а в качестве  
0 ( , )u t x возьмем решение, соответствующее управлению 

0 ( )p t , оп-

ределяемому соотношением 

   
0

( ) , ,
( )

0,        .

p t a t b
p t

b t c




   
 
  

 

Из оптимальности ( )p t
 следует неравенство  

 0 0, ( ) 0cf u u u u u       

и нам осталось доказать, что первое слагаемое в (23)  0 0,cf u u u    не по-

ложительно. Пусть это не так и  0 0, 0cf u u u    . Тогда силу условия 1. допус-

тимое управление  
1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )t t t tp t p t p t p t     при 0 1   и соответст-

вующее решение ( , )u t x  порождают квадратный трехчлен 

       2

0 0 0 0 0 0, , 2 , ,c c c cf u u f u u f u u u f u u u u            , который при 

достаточно малых положительных   удовлетворяет неравенству 

   , ,c cf u u f u u  , что противоречит условию 4. 

В итоге  , ) 0cK u u   и, с учетом условия 3 полученное управление будет 

всюду оптимальным. Теорема доказана. 

Существование всюду оптимального управления в задаче о колебаниях 

струны. Несложно проверить, что для задачи (1)–(3) условия 1.-3. выполнены. 

Проверим выполнение свойства 4. при условии минимизации функционала (15). 
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Пусть функция 
10, ( )tp t  является в этом плане оптимальной в области 

   
10, 10, 0,tD l t  , а функция 

1 2, ( )t tp t  – оптимальна в    
1 2, 1 20, ,t tD l t t  . Нам 

надо убедиться в том, что синтезированное управление оптимально в объединен-

ной области    
20, 20, 0,tD l t  . 

Умножим обе части уравнения (1) на u

t




 и проинтегрируем по области 

1 2,t tD , 

1 20 t t T   . Заметим, что 

2

, ,1 2 1 2 1

2 22

2

0

1 1

2 2
t t t t

t t
l

D D t t

u u u u
dtdx dtdx dx

t t t t t





        
               

  
, 

2

, 1 ,1 2 1 2

2 2

2

0t t t t

x lt

D t Dx

u u u u u u
dtdx dt dtdx

x t x t x t x





      
      

       
  

 

2
2 2

1 , 11 2 1

2 2

00 0

1 1

2 2
t t

t tx l x lt t l

t D tx x t t

u u u u u u
dt dtdx dt dx

x t t x x t x

 

  

              
                            
   

, 

поэтому 

2
2

1
1

2 2

0 0

2

t t
x ltl

t x
t t

u u u u
dx dt

t x x t







         
                  

 
. 

Отсюда, с учетом нулевых граничных условий на правом конце струны и 

управляющей функции на левом, имеем 

2
2

1
1

2 2

0 0

2 ( )

t t
tl

t x
t t

u u u
dx p t dt

t x x






        
                 

 
.                         (24) 

Полученная формула демонстрирует закон сохранения энергии при отсутст-

вии управляющей функции. Левая часть равна удвоенной разности энергии струны 

в моменты времени 
2t t  и 

1t t . В этой ситуации нам необходимо исследовать 

величину 

0

( )
x

u
p t

x


 
  

 

 в формуле (24). Пусть в результате оптимального управле-

ния 
10, ( )tp t  решение задачи (1)-(3) при 0 x l   приняло значения 

11

( )tt t
u x


 , 

1

1

( )t

t t

u
x

t









. 

Если величина 
2 1t t  достаточно мала, искомые значения решения при 

0x   на промежутке  1 2,t t  зависят от значений 
1
( )t x , 

1
( )t x  на промежутке 

2 10 x t t    и от управляющей функции на этом временном промежутке. Ре-

шение в области    2 1 1 20, ,t t t t   представим в виде суммы  

1 2( , ) ( , ) ( , )u t x u t x u t x  . Здесь  
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1

11

0

( ) 1
( , ) ( )

2 2

t x
t

t

x
u t x d


  



    , 
1 22 ,( , ) ( )t tu t x p t x  , 

откуда на этом временном участке 

 
 1 1

1 2,

0

( ) ( )
( )

2 2

t t

t t

x

t tu
p t

x

 




  

   
 

,  
1 2,

0

( )t t

x

u
p t

t 

 



. 

Следовательно, исследуемая величина имеет вид: 

 
   1 1

1 2 1 2, ,

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

t t

t t t t

x

t tu
p t p t p t

x

 



 
              

 

, 

и ее наибольшее значение принимается при 

 
 

1 1

1 2,

( ) ( )
( )

4

t t

t t

t t
p t

 



 .                                            (25) 

Так как возмущения при свободных колебаниях струны возмущения распро-

страняются вдоль характеристик, то уменьшение функционала (15) на временном 

промежутке  1 2,t t  при достаточно малой величине 
2 1t t  никак не связано с его 

минимизацией на промежутке  10,t . Следовательно, условие 4 выполнено и всю-

ду оптимальное управление задачи (1)–(3) существует. 

Вид всюду оптимального управления в задаче о колебаниях струны. Пе-

рейдем к построению в явном виде оптимального управления струной в задаче 

(1)–(3).  

Отметим, что в координатах x t   , x t    уравнение (1) примет вид: 

2

0
u

 




 
.                                                     (26) 

Если в этих координатах обе части (26) проинтегрировать по прямоугольнику 

с вершинами 
1 1( ; )M   , 

1 1 1( ; )N    , 
1 1 1 2( ; )P      , 

1 1 2( ; )P    , 

то мы придем к соотношению 

       1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2; ; ; ;u u u u                  . 

Отсюда следует, что производная по одной из характеристик не меняется при 

движении вдоль другой характеристики в той области, где выполнено (26). 

Формула (25) показывает вид всюду оптимального управления на временном 

участке  0,T  при T l . Здесь надо учесть, что скорость распространения волны 

в данном случае равна 1. На следующем промежутке надо учитывать, что вследст-

вие отражения от правой границы у вектора  ;   меняет знак вторая компонен-

та. Поэтому на временном промежутке  0,T  при 2T l  всюду оптимальное 

управление определяется формулой 

 
 

0,2

( ) ( ) ( )
( )

4
l

l l t sign l t l l t
p t

        .                          (27) 
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С помощью управляющей функции, производная от которой определяется 

формулой (27), произвольное начальное состояние струны за время 2l  приводится 

в состояние покоя. 

Заключение. Построена и исследована задача оптимального управления ко-

лебаниями струны. Исследованы функциональные пространства, в которых суще-

ствуют обобщенные решения поставленных задач. 

Доказан ряд теорем о существовании и единственности соответствующих оп-

тимальных управлений. При этом сформулированы достаточные условия, при ко-

торых оптимальное управление можно автономно находить на различных времен-

ных промежутках. Это позволяет свести задачу к поиску такого управления в каж-

дой точке временного промежутка. В итоге удалось получить всюду оптимальное 

управление в явном виде. 
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