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Основной особенностью масштабируемых вычислительных систем является мо-

дульность. Наращивание производительности в таких системах достигается за счет уве-

личения однотипных элементов, элементарных машин (например, вычислительный узел).  

В результате отказов, производительность системы изменяется. Таким образом, мас-

штабируемость вычислительных систем (ВС), с одной стороны, увеличивает производи-

тельность, но с другой стороны, наращивание ресурса обостряет проблему надежности и 

увеличивает сложность организации эффективного функционирования. Анализ надежно-

сти и потенциальных возможностей вычислительных систем по-прежнему остается ак-

туальной задачей. Для количественного анализа функционирования масштабируемых вы-

числительных систем используют показатели живучести, связанные с надежностью. На-

пример, показатели потенциальной живучести ВС учитывают то обстоятельство, что 

при решении задач используются все исправные элементарные машины, количество кото-

рых изменяется во времени в результате отказов и восстановлений. При анализе надежно-

сти популярными в теории вычислительных систем, являются модели, основанные на тео-

рии марковских процессов и теории массового обслуживания (ТМО). Большинство анали-

тических моделей ТМО не учитывают время переключения (реконфигурации) в отдельном 

параметре, ввиду сложности решения. Обычно ограничиваются тем, что время восста-

новления и переключения объединяют в один параметр. В работе, на примере одной модели 

ТМО, получены аналитические решения системы дифференциальных уравнений с тремя 

параметрами (отказ, восстановление и переключение) для расчета показателей надежно-

сти и потенциальной живучести. Тем самым предоставляется возможность пользовате-

лю самому определить, стоит ли учитывать временя переключения. Показано, что реше-

ния трехпараметрической модели сводятся к решениям двух параметрической модели, 

если время переключения не берется в рассмотрение. 

Вычислительные системы; масштабируемость; отказы; время переключения; мате-

матическая модель; анализ; показатели надежности и живучести; аналитические решения. 

V.A. Pavsky, K.V.Pavsky  

MATHEMATICAL MODEL FOR CALCULATING RELIABILITY INDICES 

OF SCALABLE COMPUTER SYSTEMS WITH SWITCHING TIME 

The main feature of scalable computer systems is modularity. Increasing performance in 

such systems is achieved by increasing the same type of elements, elementary machines (EM, for 

example, a computing node). As a result of failures, the system performance is changed. Thus, 

scalability of computer systems (CS), on the one hand, increases performance, but on the other 

hand, computer resource growth exacerbates the problem of reliability and increases the complex-

ity of organizing effective functioning. Analysis of reliability and potential capabilities of compu-

ting systems is still an urgent problem. For quantitative analysis of the functioning of scalable 

computing systems, robustness indices related to reliability are used. For example, indices of po-

tential robustness of CS take into account the fact that all operable elementary machines are used 

in solving tasks, the number of which (EM) changes over time as a result of failures and recover-

ies. When analyzing reliability, models based on the theory of Markov processes and Queuing 

theory (QT) are popular in the theory of computing systems. Most QT analytical models do not 

consider the switching time (reconfiguration) in a separate parameter, due to the complexity of the 
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solution. Usually, models are simplified by the fact that the recovery time and switch combined in a 

single parameter. Analytical solutions of a system of differential equations with three parameters 

(failure, recovery, and switching) for calculating reliability and potential robustness are obtained on 

the example of the QT model. This allows the user to determine whether the switching time should be 

taken into account. Also it is shown that solutions of the three-parameter model are reduced to solu-

tions of the two-parameter model if the switching time is not taken into consideration. 

Computer systems; scalability; failures; switching time; mathematical model; analysis; reli-

ability and robustness indices; analytical solutions. 

Введение. Масштабируемость вычислительных систем (ВС), с одной стороны, 

обеспечивает высокую доступность сервиса [1, 2], но с другой стороны, наращива-

ние вычислительных ресурсов обостряет проблему надежности и увеличивает слож-

ность организации эффективного функционирования [3, 4]. Анализ надежности и 

потенциальных возможностей ВС по-прежнему остается актуальной задачей. 

Для количественного анализа функционирования масштабируемых вычисли-

тельных систем (ВС) используют показатели живучести, связанные с надежностью 1. 

Например, показатели потенциальной живучести вычислительных систем (ВС) учи-

тывают то обстоятельство, что при решении задач используются все исправные эле-

ментарные машины, количество которых изменяется во времени в результате отказов 

и восстановлений. При определении показателей живучести следует учитывать, что 

параллельные программы сложных задач при их реализации на живучих ВС способны 

задействовать суммарную производительность всех работоспособных элементарных 

машин (ЭМ, узлов) [1], число которых не является фиксированным.  

Наиболее распространенными в теории вычислительных систем, при анализе на-

дежности и функционировании, являются модели, основанные на теории марковских 

процессов [5–11] и теории массового обслуживания (ТМО) [12–17]. Большинство ана-

литических моделей ТМО не учитывает время переключения (реконфигурации) как 

отдельный параметр, ввиду сложности решения. Обычно ограничиваются тем, что 

время восстановления и переключения объединяют в один параметр [17]. Для расчета 

показателей надежности и потенциальной живучести, разработана модель системы 

массового обслуживания, описываемая системой дифференциальных уравнений с 

тремя параметрами (отказ, восстановление и переключение). Приводятся аналитиче-

ские решения для расчета состояний системы, среднего числа машин в отказе и пере-

ключении. Итак, рассматриваем ВС как стохастический объект. При расчёте показате-

лей надёжности и потенциальной живучести за основу берётся стохастическая модель 

функционирования ВС [1], представленная на рис. 1.  
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Рис. 1. Модель функционирования ВС  
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Основная подсистема, непосредственно занимается решением задач, состоит из 

исправных машин. Каждая исправная машина отказывает с интенсивностью λ, после 

чего переходит в восстанавливающую систему. В восстанавливающей системе эле-

ментарная восстанавливается с интенсивностью µ. При наличии структурной избы-

точности, её исправные машины позволяют поддерживать заданную производи-

тельность системы. В системе реконфигурации происходит настройка ЭМ для рабо-

ты и включение её в состав основной системы с определенной интенсивностью.  

1. Математическая модель. Пусть вычислительная система состоит из N 

ЭМ. Интенсивность выхода из строя любой ЭМ –  (параметр входящего потока), 

а восстановления –  (параметр исходящего потока; рассматриваем простейшие 

потоки). Как только машина восстановилась, она сразу же включается в систему.  

В рамках ТМО, описанная модель соответствует процессу рождения и гибели  

[13, 14], граф схема которого представлена на рис. 2, где Сk – состояние системы, 

т.е. имеем k заявок (в случаем ВС, можно, например, понимать число отказавших 

или исправных машин) на обслуживании.  

 
Рис. 2. Граф-схема процесса рождения и гибели 

Для двух параметрической модели восстановление каждой машины можно 

отразить граф-схемой, представленной на рис. 3, где С0 – соответствует исправно-

му состоянию ЭМ, а С1 – состояние в отказе. 

 
Рис. 3. Граф-схема состояний элементарной машины для двух - параметрической 

модели 

Пусть )(tR  – математическое ожидание числа работающих ЭМ в момент вре-

мени t,   ,0t , )(tM  – математическое ожидание числа отказавших ЭМ в мо-

мент времени t. В работе [1] приводятся решения для расчета показателей потенци-

альной живучести в случае двух параметрической модели (в соответствии с рис. 1, 2) 

для переходного и стационарного режимов работы ВС. Например для восстанавли-

вающей системы высокой производительности в стационарном режиме 
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где R – математическое ожидание числа рабочих ЭМ; M – математическое ожида-

ние числа отказавших ЭМ.  

Рассмотрим трехпараметрическую модель, где восстановленная после отказа 

ЭМ не включается сразу в систему, а происходит её настройка, т.е. переключение 

идет с определенной интенсивностью. Таким образом, каждая ЭМ в любой момент 
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времени t,   ,0t , может находиться в одном из трех несовместных состояний 

iC , 3,2,1i : рабочем (
0C ), отказа (

1C ) и переключения ( *

0C ).  

На рис. 4 представлена граф-схема процесса восстановления ЭМ до рабочего 

состояния, где  – интенсивность переключения каждой ЭМ.  

 
Рис. 4. Граф-схема состояний элементарной машины для трех-параметрической 

модели 

Приведем аналитические решения для распределения вероятностей в пере-

ходном режиме, являющегося базовым для расчета набора показателей эффектив-

ности (надежности и потенциальной живучести) ВС [1] в случае трехпараметриче-

ской модели. 

2. Показатели потенциальной живучести ВС. Пусть )(tr  – вероятность то-

го, что в момент времени t ЭМ находится в состоянии отказа, 

)(tl  – вероятность того, что в момент времени t, ЭМ находится в состоянии 

переключения, 

)(t  – вероятность того, что в момент времени t ЭМ находится в рабочем со-

стоянии,   ,0t .  

Тогда для любой ЭМ и   ,0t , по заданному графу состояний (рис. 3), со-

ставляем следующую систему уравнений 
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Для решения системы (2), достаточно взять любые три уравнения. Общее 

решение системы (2) имеет вид 
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где  )(2
2

1 222
2,1   . 
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Для получения частных решений (3), рассмотрим возможные начальные ус-

ловия 

1) 0)0( r , 1)0(  , 0)0( l ; 

2) 1)0( r , 0)0(  , 0)0( l ; 

3) 0)0( r , 0)0(  , 1)0( l . 

Пусть )()( trtri   при начальном условии i, 3 ,2 ,1i , тогда частные реше-

ния имеют вид: 

а) для п. 1) 









































,
)()(

)(

,
)(

))((

)(

))((
)(

,
)(

)(

)(

)(
)(

21

21

21

12212121

1

122

22

121

11

21

1

122

2

121

1

21

1

tt

tt

tt

eetl

eet

eetr












































         (4) 

б) для п. 2) 









































,
)(

)(

)(

)(
)(

,
)()(

)(

,
)(

)(

)(

)(
)(

21

21

21

122

2

121

1

21

2

12212121

2

122

2

121

1

21

2

tt

tt

tt

eetl

eet

eetr












































            (5) 

в) для п. 3) 









































.
)(

)(

)(

)(
)(

,
)(

)(

)(

)(
)(

,
)()(

)(

21

21

21

122

2

121

1

21

3

122

2

121

1

21

3

12212121

3

tt

tt

tt

eetl

eet

eetr












































           (6) 

Рассмотри случай, когда переключение осуществляется мгновенно, т.е. 
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Коэффициенты у функции 
t

e 1 , 2,1i , вычисляются аналогично.  

Например, вычислим ),,,()(  trtr . Имеем 
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
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eetr 21

)(

)(

)(

)(
lim)(

122
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







 , 

или 























 2

1

21
21 )()(

lim)(






 



tt
ee

tr . 

Разделив числитель и знаменатель на   и переходя к пределу, получим 

tetr )()( 







 





 . 

Аналогично 

tet )()( 








 





 . 

Для стационарного режима имеем  

а) с учетом переключения 



















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
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






tll

t

trr

t

t

t

 

б) без учета переключения (  ): 






r , 







 . 

При расчете показателей надежности по формулам (3) корни 1, 2 характе-

ристического уравнения для системы (2) существуют, если  

  )(2222   .                      (7) 

Общее решение системы (2) для случая, когда (7) не выполняется, имеет вид 
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

 

где  21
, 2/)(   ;  

       2/|)(2| 222   . 

Теперь перейдем к показателям потенциальной живучести ВС.  
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Пусть )(tZ  – математическое ожидание числа переключаемых ЭМ в момент 

времени t.  

Для случая, если в начальный момент времени 0t  в ВС все ЭМ исправны, 

имеем 0)0( r , 1)0(  , 0)0( l  и следовательно  

)
)(

))((

)(

))((
()()( 2
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eeNtNrtM









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









 

)
)()(

()()( 2

122

1

12121

tt
eeNtNltZ




















, 

NtZtMtR  )()()( . 

На рис. 5 представлена зависимость количества отказавших ЭМ )(tM  и ма-

шин в переключении )(tZ  от времени. 

 
Рис. 5. Зависимость среднего числа отказавших и машин в переключении от 

времени: 20000N  001,0  1/ч.,  1  1/ч.,  10  1/ч. 

Для стационарного режима имеем: 








N
R , 








N
M , 








N
Z .              (8) 

Видно, что если пренебречь временем переключения, то решения (8) транс-

формируются в решения (1) двухпараметрической системы. 

3. Вероятности состояний для трехпараметрической системы. Требуется 

найти )(, tP lk
 – вероятность того, что в момент времени t, число k ЭМ находятся в 

состоянии отказа и l ЭМ в состоянии переключения при условии, что в начальный 

момент времени, 0t , в состоянии отказа находилось i ЭМ и в состоянии пере-

ключения j ЭМ, },...,1,0{,,, 0 NEjilk N  , Nlk  , Nji  . Считаем, 

что все параметры пуассоновские. 

Для трех параметрической системы граф схема, представленная на рис. 2, 

трансформируется в трехпараметрическую граф схему СМО , фрагмент которой 

представлен на рис. 5.  
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Рис. 6. Фрагмент граф-схемы при N=3 

В соответствие рис. 6, составляем систему дифференциальных уравнений 

[13–15] с неизвестными функциями )(, tP lk
. Состоянию СМО – 

klС  соответствует 

вероятность )(, tP lk
. 
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     (9) 

с условием нормировки  







N

k

kN

l
lk tP

0 0
, 1)(  и начальными условиями 1)0(, jiP , 

0)0(, lkP , для ik  , jl  , 
NEjilk ,,, , Nlk  )( , Nji  )( . Если 

Nlk   и 0, lk , то 0)(, tP lk
, NEl . 

Для решения системы (9) используем аппарат производящих функций [18, 

19]. Введем производящую функцию 









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l
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lk
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
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

.                          (10) 

Применяя к системе (9) производящую функцию ),,( tzxF , получаем сле-

дующее уравнение в частных производных 
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FzNF
x

xzxF
z

xzzF
t

)1())(())(( 2 



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







 , (11) 

где ),,( txzFF  . Начальные условия имеют   

ij zxzxF )0,,( .                               (12)  

Решение уравнения (11), при начальных условиях (12), позволяет, учитывая 

(10), записать решение системы (9) в виде [20–21] 

 
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222111, )()()()()()(),,,()( 

)()()( 333 ttltr
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  ,                                      (13) 

где dcbaA  , 

 
В частном случае, когда в начальный момент времени t все ЭМ работали, 

имеем 

  

)!(!!

)()()(!
)( 111

,
lkNlk

ttltrN
tP

lkNlk

lk





 ,                          (14) 

где )(tri
, )(ti , )(tli , 3,2,1i , удовлетворяют формулам (4)–(6).  

На рис. 7 представлена зависимость вероятностей )(, tP lk
 при 2000N  ЭМ; в 

начальный момент 0t , в состоянии отказа находилось 0i  ЭМ и в состоянии 

переключения 0j  ЭМ;  1  1/ч.;  10  1/ч. Стационарный режим достигается 

достаточно быстро 7t  час. При экспресс анализе функционирования ВС можно 

использовать простые формулы стационарного режима. 

 
Рис. 7. Зависимость наиболее вероятного значения функций )(0,0 tP  от времени t: 

1 – 1/ч 10 4 ; 2 – 1/ч 10 3 . 

Для вероятностей 
lkP ,
 функционирования ВС в стационарном режиме, имеем 

а) с учетом времени переключения 
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б) без учета времени переключения (  ) 
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N
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Таким образом, решение (15), при  , совпадает с решением, представ-

ленным в работе [1], для двухпараметрической модели. 

Заключение. Основной особенностью масштабируемых вычислительных 

систем является модульность. Наращивание производительности в таких системах 

достигается за счет увеличения однотипных элементов, элементарных машин (на-

пример, вычислительный узел). В результате отказов, производительность систе-

мы изменяется. Рассматривая ВС как объект стохастический, при его анализе, 

можно оценить потенциальные возможности вычислительной системы.  

В рамках теории массового обслуживания рассмотрена модель функциони-

рования масштабируемых вычислительных систем при отказах с учетом времени 

переключения. В работе предложены аналитические решения для распределения 

вероятностей состояний системы и для расчета показателей потенциальной живу-

чести в случае модели с тремя параметрами. На примере расчетов, показано как 

соотносится количество машин на восстановлении с количеством машин в состоя-

нии переключения. Тем самым предоставляется возможность пользователю само-

му определить, стоит ли пренебречь временем переключения. Показано, что реше-

ния трехпараметрической модели сводятся к решениям двух параметрической мо-

дели, если не принимать во внимание время переключения. 
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