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ФИЛЬТРА НИЖНИХ ЧАСТОТ С КОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ 

ХАРАКТЕРИСТИКОЙ В ВИДЕ СУММЫ КВАЗИГАРМОНИК УСЕЧЕННОГО 

РЯДА ФУРЬЕ 

Задача сокращения количества арифметических операций в алгоритмах цифровой фильт-

рации является актуальной, поскольку это напрямую влияет на энергопотребление, быстродей-

ствие и аппаратные затраты. В условиях жестких требований к энергопотреблению мобиль-

ных и встраиваемых устройств сокращение операций умножения и сложения становится важ-

ным фактором проектирования. В статье рассмотрена методика реализации рекурсивного 

фильтра с конечной импульсной характеристикой (КИХ) в виде усеченной функции sinc, сгла-

женной окном (весовой функцией), которая представляет собой сумму квазигармонических 

функций. Квазигармонические функции с разными частотами представляют собой полиномы 

степени  . За основу взят полином второй степени и предложен численный метод повышения 

степени полинома для улучшения точности аппроксимации. Анализ точности аппроксимации 

показал, что при использовании полиномов 4-ой и 6-ой степени достигается погрешность ап-

проксимации менее 1%. Коэффициенты нерекурсивной части фильтра вычисляются через на-

хождение обратных конечных разностей исходной КИХ. Коэффициентами являются целые чис-

ла, значения которых зависят от числа отсчетов (длины) полупериода квазисинусной функции, 

что упрощает реализацию подобного РКИХ-фильтра на базе программируемой логической ин-

тегральной схемы (ПЛИС). Результаты численного анализа конечных разностей для каждой 

квазисинусоиды показали, что при использовании квадратичной аппроксимации требуется всего 

16 отсчетов, однако при этом будет относительно высокий уровень боковых лепестков  

(–30 дБ). Переход к аппроксимации 4-го порядка увеличивает количество ненулевых коэффици-

ентов до 20-ти и приводит к существенному (на 13 дБ) уменьшению уровня частотной харак-

теристики в полосе заграждения, который достигает -43 дБ. 

Рекурсивный; КИХ; ПЛИС; фильтр; окно Хэмминга; конечная импульсная характеристика; 

аппроксимация; sinc. 
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FORMATION OF THE IMPULSE RESPONSE OF A RECURSIVE LOW-PASS 

FILTER WITH FINITE IMPULSE RESPONSE AS A SUM OF QUASI-HARMONICS 

OF A TRUNCATED FOURIER SERIES 

The problem of reducing the number of arithmetic operations in digital filtering algorithms is highly 

relevant, as it directly impacts power consumption, processing speed, and hardware costs. Under strict 

power efficiency requirements for mobile and embedded systems, minimizing multiplication and addition 

operations becomes a critical design factor. This paper presents a method for implementing a recursive 

filter with a finite impulse response (FIR) based on a truncated sinc function smoothed by a window 

(weighting function), represented as a sum of quasi-harmonic functions. These quasi-harmonic functions 

with different frequencies are polynomials of degree r. The study adopts a second-degree polynomial as a 

baseline and proposes a numerical method for increasing the polynomial order to improve the accuracy of 

the approximation. Accuracy analysis demonstrates that using 4th- and 6th-order polynomials achieves an 

approximation error of less than 1%. The coefficients of the non-recursive part of the filter are computed 

via inverse finite differences of the original FIR impulse response. These coefficients are integers whose 

values depend on the number of samples (length) of the half-period of the quasi-sinusoidal function, sim-

plifying the implementation of such a recursive FIR (RFIR) filter on a field-programmable gate array 

(FPGA). Numerical analysis of finite differences for each quasi-sinusoid revealed that quadratic approxi-

mation requires only 16 samples but results in relatively high side-lobe levels (–30 dB). Switching to 4th-

order approximation increases the number of non-zero coefficients to 20 and significantly reduces  

(by 13 dB) the stopband magnitude of the frequency response, reaching –43 dB. 

Recursive; FIR; FPGA; filter; Hamming window; finite impulse response; approximation; sinc. 
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Введение. Сокращение числа арифметических операций (сложение, умножение) в циф-
ровых фильтрах является актуальной задачей, так как оно напрямую влияет на энергопотреб-
ление, быстродействие и аппаратные затраты. В реальных системах, особенно в мобильных и 
встраиваемых устройствах, ограниченные ресурсы требуют снижения вычислительной 
сложности. Уменьшение количества умножений снижает нагрузку на процессор, уменьшает 
площадь кристалла при аппаратной реализации и повышает энергоэффективность. 

Сокращение вычислительных затрат достигается за счёт применения рекурсивных 
фильтров, характеризующихся малым числом ненулевых коэффициентов при сохранении 
заданной амплитудно-частотной характеристики (АЧХ). Наибольшее распространение 
получили структуры с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ), однако сущест-
вуют и рекурсивные фильтры с конечной импульсной характеристикой (РКИХ), исполь-
зующие целочисленные или фиксированно-точечные коэффициенты. Ключевое преиму-
щество РКИХ-фильтров с симметричной импульсной характеристикой (ИХ) заключается 
в гарантированно линейной фазочастотной характеристике (ФЧХ), что принципиально 
отличает их от классических рекурсивных БИХ-структур. 

В статье рассматривается методика реализации РКИХ-фильтра нижних частот с ИХ, 
представляющей сумму гармоник, аппроксимированных степенным полиномом, что по-
зволяет значительно сократить вычислительные затраты при выполнении фильтрации. 

Проблема реализации ИХ в виде функции sinc. Импульсная характеристика 
КИХ-фильтра нижних частот формируется на основе функции sinc, которая в идеальном 
случае является бесконечной и соответствует прямоугольной амплитудно-частотной ха-
рактеристике (АЧХ) [1–3]. Однако практическая реализация требует её усечения до ко-
нечного числа отсчётов с применением весовых функций (окон). Это приводит к появле-
нию переходной зоны и пульсаций в АЧХ (эффект Гиббса), при этом симметричное усе-
чение sinc обеспечивает линейность ФЧХ фильтра.  

В работах [4–9] подробно рассмотрены РКИХ-фильтры с ИХ в виде гармонических 
функций. Гармонические функции аппроксимированы степенными полиномом. Вычис-
лительные затраты таких фильтров не зависят от длительности ИХ. Если представить 
усеченную sinc, сглаженную весовым окном, как сумму гармонических функций, ап-
проксимированных степенным полиномом, то можно значительно сократить вычисли-
тельные затраты за счет применения РКИХ-структуры по сравнению с классической 
КИХ-структурой с теми же АЧХ и ФЧХ. 

В работах [10–12] рассмотрены методы аппроксимации усеченных функций sinc 
используя тригонометрические сплайны. Результатом является возможность представле-
ния sinc на определённом временном интервале через ряд Фурье. Тогда требуется пред-
ставить sinc рядом Фурье, гармонические функции которого, аппроксимированы степен-
ным полиномом. 

Формирование непрерывной усеченной функции sinc. Прежде чем сформиро-
вать дискретную ИХ фильтра в виде sinc, аппроксимированную степенным полиномом, 
для простоты предварительно рассмотрим ее непрерывную форму, аппроксимированную 
рядом Фурье. Для удобства дальнейшего перехода от непрерывных функций к дискрет-
ным, здесь и далее все функции будут рассматриваться на интервале      , при этом 
центр функции sinc сдвинут вправо по времени (задержан) на    . Результатом разложе-
ния в ряд Фурье функции sinc является сумма нечетных гармоник 

                                                                 
 

 
                

   

   

                                            

где   – число гармоник. 
На рис. 1 изображен график функции         при различном числе гармоник  . 
Полученный результат является ограниченной функцией sinc (т.е. умноженной на 

весовую функцию прямоугольной формы), что приводит к эффекту Гиббса – возникно-
вению боковых лепестков спектра. Для уменьшения уровня боковых лепестков необхо-
димо применить весовую функцию, плавно спадающую к краям. Одними из простых час-
то применяемых сглаживающих весовых функций для формирования ИХ при разработке 
фильтров являются окна Ханна и Хемминга. 
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Рис. 1. Усеченная функция sinc(x), аппрокисимированная рядом Фурье при различном 

числе гармоник   

Оконные функции Ханна и Хемминга представляет собой «обобщенное» окно 
Хемминга [2], которое является суммой функции косинуса и постоянного уровня, отлич-
ных от нуля на отрезке: 

                                                 
             

  
 
 

 
   

 

 
     

                                            

где   – коэффициент, принимающий значение     для окна Ханна и      для окна Хем-
минга. 

Так как центр функции sinc расположен в точке    , задержим на это значение окно 
(2) и получим: 

                                                       
             
                                   

      
      

                                             

                                                    
 

 
                

   

   

                         

Выражение (4) можно упростить  

                                                              
 

 
                  

 

   

                                    

где  

   

 
 
 

 
 

        
     

 
       

     

 
            

  

Для примера, решим выражение (5) для     с оконной функции Хэмминга, кото-
рая имеет параметр       . 

             
 

 
                          . 

Как видно из результата, при перемножении сглаживающей функции и суммы двух 
гармоник возникает новая нечетная гармоника, которая имеет частоту        . Дан-
ный результат справедлив для любого числа M и в данном примере при     новая гар-
моника будет 5-ой (частота в 5 раз больше частоты первой гармоники). 

Формирование дискретной ИХ. Зададим формулу для k-го полупериода квазиси-
нусной функции, которая представляет собой аппроксимирующий полином второй сте-
пени [4–6]:  

                                      
                       

  
           

     
                  

где   – номер отсчета ИХ;   – номер полупериода синусной функции (          ); 
  – параметр, характеризующий длительность ИХ. 
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Тогда квазисинусная функция является суммой всех полупериодов  

                                                                                       

 

                                                          

Так как при различных значениях   максимальное значение функции          будет 
разным, то при сложении или вычитании         с различными   следует умножить 
        на нормирующий коэффициент, который вычисляется следующим образом 

                                                                 
                    

                  
                                                           

Формула для дискретной ИХ: 

                                                                           
             

 

   

                                                  

Метод повышения степени аппроксимирующего полинома квазисинусной 
функции. Использование степенного полинома для аппроксимации импульсной харак-
теристики приводит к возникновению погрешности, которая обусловлена отклонением 
аппроксимирующей функции от исходной оконной функции [13]. 

Одним из способов уменьшения ошибки аппроксимации является повышение сте-
пени полинома. Далее предлагается следующий алгоритм для выполнения этой задачи в 
численном виде. 

1. Выполнить дискретное интегрирование квазисинусной функции со степенью по-
линома  . 

2. Умножить полученный результат на   . 
3. Прибавить минимальное значение, деленное на  . 
4. Выполнить дискретное интегрирование. 
В результате получится квазисинусная функция со степенью полинома    . 
Так как усеченная функция sinc, аппроксимированная степенным полиномом, при-

нимает только целые значения, то при сравнении ее с непрерывной функцией sinc необ-
ходимо выполнить нормировку путем деления на коэффициент усиления фильтра  

                           , (10) 
где               – коэффициент усиления фильтра. 

На рис. 2 представлены графики усеченной непрерывной функции sinс, взвешенной 
окном Хэмминга, и ее аппроксимация степенным полиномом с выполненной нормиров-
кой при трех значениях степени:    ,     и    . 

 
Рис. 2. Усеченная sinc(n), взвешенная окном Хэмминга, и нормированная  

ИХ РКИХ-фильтра 

Средняя относительная ошибка аппроксимации степенным полиномом  

                                      
    

   
                                    

 

   

                          

где   – длительность импульсной характеристики;      – окно Хэмминга. 
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Для полинома второй, четвертой и шестой степени средняя относительная ошибка 
принимает значение 6,23%, 0,65% и 0,07% соответственно. 

 
Рис. 3. АЧХ усеченной функции sinc(n), взвешенная окном Хэмминга, и нормированной ИХ 

РКИХ-фильтра 

Вычисление коэффициентов нерекурсивной части фильтра. Коэффициенты не-
рекурсивной части фильтра вычисляются через нахождение обратной конечной разности 
порядка     от ИХ фильтра [13]. Формула вычисления обратной конечной разности 
функции      имеет вид: 

                                                                            
 
      

    

   

                                                

где   
  – биномиальные коэффициенты. 
Так как ИХ фильтра представляет собой сумму квазисинусных функций, умножен-

ных на коэффициент   , то обратной конечной разностью от ИХ фильтра является сум-
ма их обратных конечных разностей. Подставляя в (12) вместо      квазисинусную 
функцию, найдем ее обратную конечную разность. На рис. 4–6 изображены коэффициен-
ты для каждой квазисинусной функции (без учета   ), аппроксимированной степенным 
полиномом степени  .       соответствуют длительностям полупериода квазисинукс-
ной функции для 1–3 гармоник соответственно. Следует отметить, что обратная конечная 
разность от любой рассмотренной квазисинусной функции имеет симметричные относи-
тельно центрального отсчета коэффициенты, умноженные на   . 

 
Рис. 4. Конечные разности третего порядка для квазисинусоид, аппроксимированных 

полиномом второй степени 

Анализ полученных результатов свидетельствует о том, что четвертая степень ап-
проксимирующего полинома наиболее эффективна, поскольку реализация квазисинусной 
обратной конечной разности для данной степени характеризуется меньшим количеством 
ненулевых коэффициентов по сравнению с полиномом шестой степени и обеспечивает 
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уровень боковых лепестков АЧХ на 13 дБ ниже, чем при использовании полинома вто-
рой степени. Кроме того, при переходе к полиному шестой степени коэффициенты пре-
вышают    , что усложняет аппаратную реализацию, в то время как для полинома чет-
вертой степени коэффициенты не превосходят    , что существенно снижает требования 
к разрядности вычислительных устройств. 

 
Рис. 5. Конечные разности пятого порядка для квазисинусоид, аппроксимированных 

полиномом четвертой степени 

 
Рис. 6. Конечные разности седьмого порядка для квазисинусоид, аппроксимированных 

полиномом шестой степени 

Заключение. В данной работе была рассмотрена методика синтеза импульсной ха-
рактеристики (ИХ) цифрового РКИХ-фильтра в виде усечённой и сглаженной оконной 
функцией Хэмминга функции sinc, представленной суммой квазисинусных функций. 
Аппроксимация синусоидальных составляющих осуществлялась с помощью степенных 
полиномов степени  , исследовались случаи    ,      и    . Проведённые расчёты 
показали высокую точность аппроксимации: для     и     средняя относительная 
ошибка не превышает 1%, что свидетельствует о высокой точности аппроксимирующих 
моделей. Для каждой квазисинусоиды были построены графики конечной разности сте-
пени    , анализ которых позволил сделать следующие выводы: при     получено 
наименьшее число ненулевых отсчётов (16) при уровне боковых лепестков АЧХ –30 дБ, а 
при     количество ненулевых отсчётов увеличилось до 20 при улучшении уровня бо-
ковых лепестков до –43 дБ. Таким образом, предложенный подход позволяет существен-
но сократить количество коэффициентов в нерекурсивной части РКИХ-фильтра, что уп-
рощает его аппаратную и программную реализацию. Это особенно важно для ресурсоо-
граниченных систем, где критичны вычислительная сложность, энергопотребление и 
площадь кристалла при аппаратной реализации. 
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