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МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ СПЛАЙНОВЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ В УСЛОВИЯХ 

ОГРАНИЧЕННОСТИ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ 

Математическое моделирование широко применяется в различных сферах деятельности, 

однако в случаях, когда имеющейся численной информации недостаточно для получения полного 

представления об объекте, построение математической модели затруднено или может привести 

к заведомо недостоверному результату. Существуют подходы к решению задач моделирования в 

условиях недостатка данных, при этом для получения необходимого результата может возник-

нуть необходимость использования методов, имеющих сложную математическую структуру.  

В связи с этим актуальной является задача адаптации математических методов к условиям не-

достатка данных. В данной работе рассмотрено решение задачи интерполяции с использованием 

сплайн-функций – одного из наиболее широко используемых методов как в математической тео-

рии, так и в прикладной математике. Разработана методика, позволяющая адаптировать сплай-

новые методы к условиям недостатка исходных числовых данных; применение этой методики к 

построению модели образующей цилиндра с эллиптическими днищами обеспечило гладкую сты-

ковку фрагментов и отсутствие перегибов. Выполнение требований точности и гладкости моде-

ли было достигнуто за счёт последовательного уточнения числовых данных посредством введе-

ния в модель дополнительных узлов интерполяции и корректировки их расположения. В результа-

те построения и анализа модели установлено, что сплайновые методы могут быть применены к 

решению задач интерполяции практически любой сложности. При этом наличие аналитического 

обоснования каждого шага процесса моделирования позволяет полностью автоматизировать 

вычисления. Рассматриваемая в статье задача связана с изготовлением изделий на станках с 

числовым программным управлением. Однако в силу своей универсальности данная методика мо-

жет быть применена на практике к решению задач в различных отраслях деятельности. Прак-

тическая ценность разработанной методики состоит в возможности её применения ко многим 

задачам, имеющим прикладную направленность, а её включение в состав современных систем 

проектирования и пакетов прикладных программ позволит расширить их функциональность за 

счёт предоставления пользователю возможности введения дополнительных ограничений, накла-

дываемых на модель исходя из практической точки зрения, что может обеспечить высокую сте-

пень гибкости реализации. 

Математическое моделирование; сплайн-функции; интерполяция; поверхность вращения; 

кубический сплайн; линейно-экспоненциальный сплайн; численный анализ модели. 

A.A. Dorofeev 

THE TECHNIQUE FOR SPLINE APPROXIMATIONS BUILDING IN CONDITIONS 

OF LIMITED SOURCE DATA 

Mathematical modeling is widely applied in different fields of activity but in cases when the availa-

ble numerical information is insufficient to get a complete picture of the object mathematical model build-

ing is difficult or can lead to a deliberately unreliable result. There are approaches to solving modeling 

problems with a lack of data therewith it may be necessary to use methods with complicated mathematical 

structure to get the desired result. In this regard, the task of adapting mathematical methods to data scar-

city conditions is relevant. This paper discusses the solution of the interpolation problem using spline 

functions as one of the most widely used methods in mathematical theory and applied mechanics. A tech-

nique has been developed to adapt spline methods to data shortage conditions, applying this technique to 

building of a cylinder with elliptical bottoms forming model provided smooth joining of fragments and 

absence of kinks. Meeting the requirements of precision and smoothness of the model was achieved by 

sequential refinement of numerical data with adding interpolation nodes to the model and correction of 

their location. As a result of building and analysis of the model it was found that spline methods can be 

applied to solving interpolation problems of almost any complexity. The availability of an analytical justi-

fication for every step of modeling process allows to automate the process fully. The problem considered 

in the article is connected with manufacturing products on the numerically controlled machines. However, 

this technique due to its versatility can be applied to solving problems in various fields of activity.  

The practical value of the developed technique is the possibility of its application to many practical tasks. 
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Its integration into modern CAD systems and application software packages will allow to expand their 

functionality by providing the user with the possibility to introduce the extra restrictions imposed on the 

model practically what can ensure a high degree of implementation flexibility. 
Mathematical modeling; spline functions; interpolation; surface of revolution; cubic spline; linear-

exponential spline; numerical analysis of a model. 

Введение. В современных условиях математическое моделирование широко при-
меняется и развивается, охватывая различные сферы деятельности. Во многом это обу-
словлено использованием пакетов прикладных программ моделирования, которые пре-
доставляют пользователю средство обработки информации, обладающее обширными 
возможностями выбора методов и средств моделирования и при этом не требующее зна-
ний языков программирования. Процесс моделирования организуется в форме диалога 
между человеком и персональным компьютером. 

Одной из основных сложностей, возникающих на практике при построении матема-
тических моделей, является недостаток исходной информации о моделируемом объекте, 
что может существенно затруднять построение модели, адекватно описывающей основ-
ные свойства объекта, а также привести к неправильным выводам и ошибкам в анализе. 
Причины недостатка исходных данных, могут заключаться как в сложности сбора дан-
ных, так и в специфике свойств моделируемого объекта, заключающейся в том, что для 
получения полного представления об объекте необходимо владеть некоторой дополни-
тельной информацией помимо той, что может быть выражена количественно. 

В [1] сформулирована постановка задачи моделирования в условиях недостатка дан-
ных, а также предложен подход к её решению с использованием сплайн-интерполяции: обра-
зующая поверхности вращения определяется как кусочно-заданная функция 
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при этом осложняющим фактором для построения сплайновой модели является разно-
родность фрагментов, её составляющих – прямолинейный участок, составляющий около 
90% ширины образующей, с обеих сторон дополняется двумя дугами эллипса. Как отме-
чено в [2], приближения данной функции с помощью полиномиальных сплайнов сильно 
отклоняются от прямой линии на этом продолжительном участке. При этом также следу-
ет принять во внимание, что уточнение исходных данных путём добавления дополни-
тельных узлов сети данных вдоль прямой не приведёт к качественному улучшению мо-
дели, так как полученное в результате приближение будет содержать локальные мини-
мумы и максимумы на отрезках между этими узлами, что в данном случае неприемлемо с 
практической точки зрения – изготавливаемое по модели изделие вследствие дефекта 
формы не может быть пригодным к использованию. 

Таблица 1 
Исходные данные – координаты узлов интерполяции 

xi -0.450 -0.225 0.000 5.000 5.120 5.240 
yi 0.436 0.893 1.000 1.000 0.877 0.280 

Таким образом, исходная численная информация о модели (данные приведены в 
табл. 1) требует уточнения в виде дополнительных ограничений, обусловленных практи-
чески. Эти ограничения сформулированы в [1] и заключаются в следующем: 1) допусти-
мое отклонение не превышает заданного значения ε; 2) первая производная не должна 
осциллировать (т.е. переходить через нуль более одного раза); 3) вторая производная 
должна быть непрерывной и не принимать положительных значений. В [2] рассмотрено 
решение этой задачи с помощью линейно-экспоненциального сплайна – параметрической 
конструкции, при этом решение сводится к подбору значения параметра, что не является 
тривиальной задачей, так как требует анализа свойств базисных функций сплайнов, и 
соответственно функция, приближающая прямолинейный участок, имеет вид 
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Так как для вычисления третьего и четвёртого слагаемых по формуле (2) требуется 

перемножение большого (
493

sinh 493
2

e
 порядка 10213) и малого (порядка 10-218) чисел, то 

в условиях ограниченности разрядной сетки возможны значительные отклонения расчёт-
ных моделей от ожидаемого результата, по величине превышающие требуемую точность 
на несколько порядков вследствие ошибок округления. 

Материалы и методы. В данной работе рассмотрено решение этой задачи с помо-
щью кубического сплайна, включая процесс уточнения исходных данных, а также анализ 
полученных результатов. Кубическая сплайн-интерполяция – это метод интерполяции, 
при котором для заданного набора точек (узлов) строится кусочно-заданная функция, 
состоящая из кубических полиномов. Этот метод обеспечивает высокую степень гладко-
сти, так как первые и вторые производные полинома непрерывны в узловых точках, а 
также отличается простотой реализации. 

Cплайн-функции являются одним из самых популярных методов интерполяции бла-
годаря их эффективности и точности и находят широкое применение в построении мате-
матических моделей с помощью современного специализированного программного 
обеспечения. Благодаря своей распространённости сплайновые методы могут быть адап-
тированы к различным условиям посредством создания соответствующей модификации. 
Так, возможно применение систем базисных сплайнов для аппроксимации функций и 
экспериментальных зависимостей, имеются алгоритмы для определения параметров 
сплайнов [3]; разрабатываются алгоритмы, связанные с приближением сплайн-
функциями, даётся описание пространств сплайнов, описываются алгоритмы приближе-
ния интерполяционными кубическими сплайнами с учётом граничных условий, а также 
параболические сплайны, B-сплайны и адаптивная аппроксимация сплайнами [4]. Для 
оптимизации параметров сплайна может быть использована математическая модель в 
виде модифицированной функции Лагранжа и специальный алгоритм нелинейного про-
граммирования [5]; с помощью сплайн-функций выполняется интерполяция сложных 
кривых поверхностей, для чего предлагается универсальная методика проектирования 
поверхностей сложных форм с использованием обобщённых эрмитовых сплайнов [6]. 
Помимо этого, решаются задачи выбора функционального базиса сплайна путём эффек-
тивного размещения узлов [7] и с помощью модификации кубического сплайна с изме-
нением положения узлов склеивания [8], выполняется сравнительный анализ результатов 
приближённого вычисления с точными данными при интерполяции кубическим сплай-
ном, включая анализ погрешностей и расхождений [9]. 

Многие практические задачи интерполяции решаются с помощью сплайнов: в [10] 
рассматривается двухэтапная схема при неизвестном числе элементов сплайна для аппрок-
симации многозначных функций, заданных последовательностью точек на плоскости, на 
примере задачи проектирования плана трасс линейных сооружений; в [11] для решения 
этой задачи используются сплайны сложной структуры. В [12] рассматриваются методы 
построения гладких решений в виде рациональных сплайн-функций специального вида для 
начальной задачи в случае нормальной системы двух дифференциальных уравнений. 

Также заслуживают внимание современные исследования, связанные с применением 
сплайновых методов. Так, популярными являются B-сплайновый методы; имеются разра-
ботки на их основе, примерами которых могут служить модель подавления шума на усе-
чённом телевизионном изображении с помощью дробного B-сплайна [13], а также модели-
рование суточных колебаний температуры с помощью B-сплайновой регрессии и усечён-
ной сплайновой модели [14]. Широкое применение находят сплайновые конструкции спе-
циального вида; к таковым могут быть отнесены тонкопластинные сплайны (TPS), приме-
няемые для анализа биомедицинских изображений [15] и в аналитических исследованиях – 
на основе методов TPS может строиться аппроксимация Лапласа, применяемая для макси-
мизации предельной вероятности при анализе модели тонких пластин с косой нормалью 
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[16]. Аналитические исследования, основанные на сплайновых методах, также включают в 
себя разработку типизированных сплайновых методов для решения дифференциальных 
уравнений специального вида [17] и другие их применения и адаптации. 

Для построения модели, удовлетворяющей указанным выше условиям, требуется 
уточнение данных на участке, где наблюдается максимальное отклонение от функции-
оригинала, что может быть достигнуто посредством добавления дополнительных узлов 
склеивания на интервале (0, 5) (исходные данные приведены в табл. 1). Необходимо об-
ратить внимание, что во избежание образования локальных экстремумов новые узлы 
следует располагать не строго вдоль прямой линии, при этом величина отступа не долж-
на превышать допустимое отклонение 0.02  . Также следует учитывать, что введение 
дополнительных данных увеличивает вычислительную нагрузку на модель, в связи с чем 
уточнение должно выполняться исходя из соображений рациональности, то есть вклад 
каждого добавляемого узла в улучшение качественных свойств модели должен быть 
максимально возможным. Выполним с этой целью описанные ниже действия. 

Для выявления точки максимального отклонения исследуем первую производную 
функции 0 ( )S x  – естественного кубического сплайна, построенного по исходным число-
вым данным и граничным условиям 0 ( ) 0S x  . На рис. 1 приведено графическое представ-
ление функции 0 ( )S x  в сопоставлении с моделируемой функцией ( )f x , определяемой 
формулой (1), и производных первого и второго порядка вблизи точек стыка. Из этого со-
поставления видно, что максимальное отклонение max  достигается именно на интервале 
(0, 5), где наблюдается недостаток данных (рис. 1,а), а вторая производная функции ( )f x  
имеет разрывы в точках стыка эллиптического и прямолинейного участков, в то время как 
сплайновая модель обеспечивает гладкость первой производной и соответственно непре-
рывность второй производной на всём интервале задания функции (рис. 1,б,в). На интерва-
ле (0, 5) функция 0 ( )S x  определяется многочленом третьей степени: 

2 3
0 [0, 5]
( ) 1 0.0829031 0.0262926 0.00194240 .S x x x x     

Так как максимальное отклонение наблюдается в точке экстремума, то в результате 
получаем, что max 0.076   при * 2.036x   – это значение является решением уравнения 

20.0829031 0.0525853 0.00582721 0x x   , 
левая часть которого определяет первую производную 0 ( )S x  на интервале (0, 5). Добав-

ляя новый узел склеивания * *( , )x y , необходимо учитывать величину допустимого от-

клонения от исходных значений, поэтому в качестве *y  выберем максимально возмож-
ное значение, которое может быть скорректировано в соответствии с требованиями, на-
кладываемыми условиями задачи. В нашем случае можно положить * 1.019y  , что бу-

дет являться значением моделирующей функции при *x x ; таким образом, для по-
строения следующего приближения 1( )S x  числовые данные дополняются узлом 

* *( , ) (2.036,  1.019)x y  , который будет участвовать в дальнейший построениях наряду с 
имеющимися узлами. Все шаги уточнения данных, а также результаты анализа получен-
ных моделей отражены в итоговых табл. 4 и 5, приведённых в конце раздела. 

По числовым данным, представленным в третьей строке табл. 4, строится модель 
1( )S x  – кубический сплайн с граничными условиями 1( ) 0S x  : 

 
 

2 3

1 2 3[0, 5]

1 0.0787930 0.0576072 0.0115377 , 0,  2.036 ;
( )

1.128350 0.110328 0.0352811 0.00366991 , 2.036,  5 .
x x x x

S x
x x x x

    
 

   

 

На рис. 2 и в табл. 5 (первая и вторая строки) приведены результаты сопоставления 
моделей 1S  и 0S : так, для модели 1S  по сравнению с моделью 0S  улучшение свойств 
модели наблюдается только по величине максимального отклонения, хотя оно также 



Известия ЮФУ. Технические науки                             Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 
 

94 

превышает допустимое (рис. 2,а), при этом первая производная 1S   обращается в нуль в 
трёх точках (рис. 2,б), а вторая производная 1S   принимает положительные значения на 
интервале большей длины (рис. 2,в). Отсюда следует, что дальнейшую корректировку 
данных следует выполнять также исходя из соображений выполнения условия на вели-
чину максимально допустимого отклонения max . 

 
а 

     
                             б                                                                       в 

Рис. 1. Сопоставление моделируемой функции – образующей поверхности вращения 

( )f x  и кубической сплайновой модели 0 ( )S x , построенной по 6 точкам исходных 

данных: а – графики функций (соотношение горизонтального и вертикального 
масштабов 1:1), б – первая производная, в – вторая  производная 

Для модели 1S  точка максимального отклонения определяется исходя из соотноше-
ния 1( ) 0S x  : 

20.0787930 0.115214 0.0346132 0x x    

(левая часть этого уравнения определяет первую производную сплайна 1S  на интервале 
(0, 2.036), где наблюдается максимальное отклонение), откуда 0.962x  . 

   
а 

          
                                           б                                                                        в 

Рис. 2. Сопоставление кубических сплайновых моделей 0S  – исходная модель (по 6 узлам) 

и 1S – модель после добавления одного дополнительного узла: а – отклонение от прямой 

линии на интервале [0, 5], б – первая производная; в – вторая производная; на графиках 
видны участки, где требуется корректировка данных 



Раздел II. Анализ данных, моделирование и управление 
 

95 

При добавлении новых данных в модель кубической сплайн-интерполяции важным 
этапом является определение координат узлов с учётом изменения поведения интерполя-
ционной функции. Для повышения точности модели вместо фиксированного выбора зна-
чений моделирующей функции * *( )y f x  в добавляемых узлах склеивания целесообраз-

но рассмотреть параметрическое представление значения *y  в виде * 1y z  , где при-

ращение z варьируется от 0 до maxz  – максимального значения, определяемого исходя из 
координат ближайших узлов склеивания. Так, для модели 1S  значение z при добавлении 
узла склеивания в точке * 0.962x   может изменяться в пределах от 0 до 0.019. 

Зависимость величины максимального отклонения и количества точек обращения в 
нуль первой производной, а также расположения этих точек от величины z достаточно сложна 
и требует содержательного аналитического исследования. Здесь мы рассмотрим эксперимен-
тальное исследование – сопоставим несколько моделей, построенных для различных значе-
ний z в указанных выше границах при * 0.962x  ; в табл. 2 и на рис. 3,а приведены результа-
ты этого сопоставления. Таким образом, для модели 2S  в качестве оптимального может быть 

принято значение *z , соответствующее минимуму максимального отклонения: 
* *

max max( ) min ( ) 0.018;
z

z z z     

числовые данные для построения модели 2S  приведены в строке 4 табл. 4. 

Таблица 2 
Зависимость максимального отклонения моделирующей функции от величины 

приращения z при добавлении узла склеивания в точке
* 0.962x   

z 0.001 0.005 0.010 0.015 0.018 

 0.032 0.030 0.028 0.025 0.024 

 
а 

    
                                      б                                                                в 

Рис. 3. Сопоставление графиков моделей 1S  и 2S : а – определение оптимального 

расположения дополнительного узла для построения модели 2S , б – первая производная; 

в – вторая производная 

Анализируя полученную модель 2S :  

 

 
 
 

2 3

2 3
2 0, 5

2 3

1 0.0744273 0.0908700 0.0342546 , 0,  0.962 ;
( ) 1.032305 0.0263169 0.0138537 0.00203225 , 0.962,  2.036 ;

1.030047 0.0229894 0.0122194 0.00176468 , 2.036,  5 ,

x x x x

S x x x x x

x x x x

    


    
    
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заключаем, что ни одно из требований, накладываемых условиями задачи, для этой мо-
дели также не выполняется: максимальное отклонение также превышает допустимое, а 
первая производная обращается в нуль в трёх точках (результаты численного анализа 
приведены в третьей строке табл. 5). При этом качественные улучшения заключаются в 
уменьшении абсолютной величины максимального отклонения, уменьшении амплитуды 
осцилляций первой производной (рис. 3,б), а также уменьшении абсолютной величины 
положительного максимума второй производной (рис. 3,в). Таким образом, дальнейшее 
уточнение модели также следует выполнять посредством добавления узлов склеивания в 
точках с наибольшим отклонением, при этом индикатором местоположения этих точек 
является выполнение равенства ( ) 0S x  . 

Повторяя эти операции несколько раз, получим модель 3S :  

 

 
 

2 3

2 3

2 3
3 0, 5

1 0.0723236 0.106898 0.0552429 , [0,  0.645];
1.015402 0.000688545 0.00416376 0.00215353 , 0.645,  0.962 ;

( ) 1.013165 0.00766276 0.00308594 0.000358495 , 0.962,  2.036 ;
1.012033 0.0093

x x x x

x x x x

S x x x x x

   

   

    

  
 

2 3

2 2

3032 0.00390498 0.000492587 , 2.036,  3.301 ;
1.178036 0.141536 0.0417982 0.00412250 , 3.301,  5

x x x x

x x x x






   


   

 

(рис. 4 и четвёртая строка табл. 5), для которой условия на величину максимального от-
клонения и однократное обращение в нуль первой производной выполняются (рис. 4,а,б), 
а по свойствам второй производной имеются качественные улучшения: производная 3S   
принимает положительные значения на отрезке меньшей длины по сравнению с произ-
водной 2S  , также положительный максимум производной 3S   имеет меньшую абсолют-
ную величину (рис. 4,в). При этом необходимо отметить, что выявление качественных 
улучшений свойств моделирующей функции и производных является существенным и в 
случае невыполнения ограничений, накладываемых условиями задачи, так как величина 
фактического отклонения от допустимого оказывает влияние на форму и гладкость модели. 
Также при анализе важно обращать внимание на «потенциально проблемные» участки, в 
которых могут нарушаться условия при дальнейшем уточнении положения узлов; так, для 
модели 3S  таковой является окрестность точки * 0.645x  , где вторая производная имеет 
локальный максимум (рис. 4,в). Что касается дальнейшего уточнения числовых данных, то 
для модели 3S  требуется коррекция значения функции в точке * 3.301x  , соответствую-

щей положительному максимуму второй производной: нарушение условия 3( ) 0S x   сви-
детельствует о наличии перегиба в окрестности данной точки. 

 
а 

       
                                    б                                                                     в 

Рис. 4. Сопоставление моделей 2S  и 3S : а – отклонение от прямой,  

б – первая производная; в – вторая производная 
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Для устранения перегиба необходимо скорректировать положение узла с помощью 
сдвига вверх, что соответствует увеличению значения *y . Таким образом, значение z для 
данной точки может изменяться в пределах от 0.018 (текущее значение) до 0.019, что 
согласуется со значением в соседнем узле. Вторая производная кубического сплайна яв-
ляется кусочно-линейной функцией от x, для анализа представляет интерес её зависи-
мость от величины параметра z на отрезках, прилегающих к корректируемому узлу 
склеивания: 

 

 
 4, 2.036, 5

(0.0629053 3.330546 ) 0.162718 8.606005 , 2.036,  3.301 ;
( )

( 0.0723199 2.643606 ) 0.283660 11.114670 , 3.301,  5 ,z

z x z x
S x

z x z x

    
  

    

 (3) 

где 4, ( )zS x  – вторая производная функции, получаемой при построении сплайна по дан-

ным для 3S  с использованием параметрического представления * 1y z   при 
* 3.301x  , т.е. «предполагаемая» вторая производная функции 4S . При подстановке 

3.301x   в (3) имеем: 

4, (3.301) 0.0449325 2.388128zS z   ; 

как следует из рис. 5,а, коррекция положения узла склеивания при * 3.301x   может 
привести к нарушению условия неположительности второй производной в другое точке 

* 2.036x  , поэтому необходимо рассмотреть также аналитическое представление вто-
рой производной и для этого значения: 

4, (2.036) 0.0346428 1.825013zS z    . 

 
а 

    
                              б                                                                в 

Рис. 5. Сопоставление моделей 3S  и 4S : а – уточнение положения узла на основе 

коррекции по второй производной, б – моделирующая функция (устранение перегиба), 

в – первая производная 

Для соблюдения условия неположительности требуется выполнение двух нера-
венств: 

4, (3.301) 0zS  , 
4, (2.036) 0zS  . Решая эту систему относительно z, получаем 

0.0188149 0.0189822z  ; 
таким образом, в качестве оптимального с точностью до 0.0001 может быть принято зна-
чение * 0.0189z  . 
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С учётом выполненной коррекции числовые данные для построения модели 4S  
приведены в шестой строке табл. 4. При построении получаем, что 

 

 
 
 

2 3

2 3

2 3
4 0, 5

1 0.0723205 0.106922 0.0552867 , 0,  0.645 ;
1.015522 0.000125186 0.00500895 0.00255866 , 0.645,  0.962 ;

( ) 1.012608 0.00921106 0.00443582 0.000713952 , 0.962,  2.036 ;
1.018693 0.000245

x x x x

x x x x

S x x x x x

   

   

    

  
 

2 6 3

2 3

438 0.0000322759 6.995107 10 , 2.036,  3.301 ;
1.152463 0.121327 0.0367966 0.00372595 , 3.301,  5 ;

x x x x

x x x x








    


   

 

графическое представление модели приведено на рис. 5,б,в), результаты численного анализа 
– в пятой строке табл. 5. Таким образом, требование 4 ( ) 0S x   также остаётся невыполнен-
ным, в данном случае положительное значение максимума второй производной обусловлено 
образованием перегиба в окрестности точки * 0.645x  ; при этом качественные улучшения 
заключаются в уменьшении величины максимума и сокращении длины отрезка положитель-
ности второй производной 4S  , а дальнейшую корректировку модели необходимо выполнять, 

изменяя вертикальное положение узла склеивания при * 0.645x  . 
При построении модели 5S  также рассмотрим аналитическое представление второй 

производной, отражающее её зависимость от величины параметра z, определяющего по-
ложение узла склеивания при * 0.645x  , на прилежащих отрезках: 

 

 
 5, 0, 0.962

(1.238376 53.332733 ) 0.443723 13.522308 , 0,  0.645 ;
( ) .

( 1.679061 97.865237 ) 1.438024 84.000382 , 0.645,  0.962 .z

z x z x
S x

z x z x

    
  

    

  (4) 

Сравнивая представления (3) и (4), заключаем, что выражения для производной 5S   
содержит бо льшие по модулю коэффициенты при z, что говорит о более высокой чувст-
вительности этой модели к изменению положения узла склеивания. Так как максимум 
производной 5S   наблюдается при * 3.301x  , то для более полного анализа целесооб-
разно привести также аналитическое представление производной на отрезках интерполя-
ции, прилегающих к этому узлу: 

 

 
 5, 2.036, 5

( 0.0418574 2.459830 ) 0.127501 7.503870 , 2.036,  3.301 ;
( )

( 0.0132941 0.533036 ) 0.0332139 2.375250 , 3.301,  5 ,z

z x z x
S x

z x z x

     
  

    

 

откуда 
5, (0.645) 0.355030 20.877304zS z   , 5, (3.301) 0.0106700 0.615698zS z    . 

Решая систему неравенств 
5, (0.645) 0zS  , 

5, (3.301) 0zS   относительно z, получаем 

0.0170055 0.0173299z  , 

откуда следует, что с точностью до 0.0001 в качестве оптимального значения *z  может 
быть принято одно из значений 0.0171, 0.0172, 0.0173. Для однозначного определения 
оптимального значения *z  рассмотрим аналитическое представление второй производ-
ной на отрезках, прилегающих к узлу * 0.645x  : 

 

 
 5,0.0171 0, 0.962

0.326387 0.212191, 0,  0.645 ;
( )

0.00556546 0.00161786, 0.645,  0.962
x x

S x
x x

  
  

  

 

 

 
 5,0.0172 0, 0.962

0.321053 0.211139, 0,  0.645 ;
( )

0.00422106 0.00678218, 0.645,  0.962
x x

S x
x x

  
  

 

 

 

 
 5,0.0173 0, 0.962

0.315720 0.209787, 0,  0.645 ;
( )

0.0140076 0.0151822, 0.645,  0.962
x x

S x
x x

  
  

 
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Из этого представления следует, что при * 0.0171z   угловые коэффициенты 
смежных участков производной 5S   имеют разные знаки, что говорит о наличии локаль-

ного максимума второй производной при * 0.645x   – «потенциально проблемной» зо-
ны, в то время как при * 0.0172z   и * 0.0173z   локальный максимум в этой точке 
отсутствует (рис. 6).  

         

Рис. 6. Построение модели 5S : уточнение положения узла на основе анализа второй 

производной 

В табл. 3 приведены значения максимума второй производной 5S   при этих двух 

значениях *z : в случае * 0.0172z   максимум имеет меньшее значение, что означает 
меньшую вероятность нарушения условия неположительности при дальнейшей коррек-
тировки модели. Таким образом, по совокупности двух факторов – величины максималь-
ного значения второй производной и отсутствия у неё других локальных максимумов – в 
качестве оптимального может быть принято значение * 0.0172z  . 

Таблица 3 
Зависимость максимального значения второй производной 5S от величины 

приращения при вертикальной коррекции положения узла интерполяции 

z 0.0172 0.0173 

 
50, 5

max ( )
x

S x


  -0.000080 -0.000018 

По числовым данным в седьмой строке табл. 4 строится модель 5S : 

 

 
 
 

2 3

2 3

2 3
5 0, 5

1 0.0724980 0.105570 0.0535089 , 0,  0.645 ;
1.014170 0.00659288 0.00339109 0.000703510 , 0.645,  0.962 ;

( ) 1.014510 0.00553255 0.00228887 0.000321592 , 0.962,  2.036 ;
1.016591 0.002465

x x x x

x x x x

S x x x x x

   

   

    

  
 

2 3

2 3

91 0.000782663 0.0000749959 , 2.036,  3.301 ;
1.153949 0.122367 0.0370341 0.00374372 , 3.301,  5 .

x x x x

x x x x






   


   

 (5) 

Так как вторая производная 5S   не принимает отрицательных значений, что говорит 
о полном устранении перегибов на всём отрезке интерполяции (рис. 7,а,в), также первая 
производная 5S   обращается в нуль в одной точке и при этом монотонно убывает  

(рис. 7,б), то можно заключить, что модель 5S  удовлетворяет всем заявленным условиям 
и соответственно может быть принята в качестве окончательной, что говорит о заверше-
нии процесса моделирования. 

Результаты численного анализа модели 5S  приведены в шестой строке табл. 5, гра-
фическое представление с окончательным расположением узлов интерполяции – на рис. 
8,а; на рис. 8,б изображена созданная с помощью модуля Surface of Revolution программ-
ного пакета Maple трёхмерная визуализация поверхности вращения, построенной по 
сплайновой модели образующей.  
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Рис. 7. Сопоставление моделей 4S  и  5S : а – моделирующая функция (величина одного 

деления по вертикальной оси составляет 0.0001); б – первая производная;  

в – вторая производная 

 
 

а б 

Рис. 8. Результаты моделирования: а – график кубической сплайн-функции 5S   

с указанием размещения узлов склеивания (соотношение горизонтального и 

вертикального масштабов 1:1); б – 3D-поверхность вращения, построенная по модели 

образующей 5 ( )S x  (Maple) 

Таблица 4 
Динамика изменения положения узлов склеивания при последовательном 

уточнении числовых данных (в первой строке – координаты узлов интерполяции  

по горизонтальной оси, во второй и последующий строках – обозначение модели  

и координаты узлов по вертикальной оси; выделены изменения относительно 

предыдущей модели – значения координат добавленных узлов и уточнённые 

координаты имеющихся узлов) 

xi -0.450 -0.225 0.000 0.645 0.962 2.036 3.301 5.000 5.120 5.240 
   0.436 0.893 1.000 - - - - 1.000 0.877 0.280 
   0.436 0.893 1.000 - - 1.019 - 1.000 0.877 0.280 
   0.436 0.893 1.000 - 1.018 1.019 - 1.000 0.877 0.280 
   0.436 0.893 1.000 1.017 1.018 1.019 1.018 1.000 0.877 0.280 
   0.436 0.893 1.000 1.017 1.018 1.019 1.0189 1.000 0.877 0.280 
   0.436 0.893 1.000 1.0172 1.018 1.019 1.0189 1.000 0.877 0.280 
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Таблица 5 
Сопоставление результатов анализа сплайновых моделей, построенных в ходе 

итерационного процесса уточнения числовых данных: максимальное отклонение, 

нули первой производной, интервалы положительности и максимум второй 

производной; 1 – максимальное отклонение в пределах допустимого, 2 – первая 

производная не осциллирует, 3 – вторая производная всюду неположительна 

Модель                             1 2 3 
   0.076193 2.036 (4.512, 5.000] 0.005687 - + - 
   0.032758 0.962, 2.706, 3.703 (1.664, 3.205) 0.025731 - - - 
   0.023834 0.644, 1.352, 3.301 (0.884, 2.308) 0.015977 - - - 
   0.019051 1.817 (2.642, 3.380) 0.001946 + + - 
   0.019002 2.212 (0.644, 0.653) 0.000116 + + - 
   0.019038 2.410 - -0.000080 + + + 

Результаты и их обсуждение. Предложенная в работе методика построения сплай-
новых приближений в условиях ограниченности исходных данных включает в себя сле-
дующие шаги: 

1) построение сплайновой модели по набору числовых данных, определяемых ко-
ординатами узлов интерполяции; 

2) численный и качественный анализ модели – выполняется проверка выполнения 
требований, накладываемых условиями задачи, определяется направление дальнейший 
корректировки модели в случае необходимости; 

3) определение координат дополнительных узлов интерполяции – на наиболее 
«проблемных» участках добавляются новые узлы, их положение определяется исходя из 
условий максимальной оптимизации модели; 

4) коррекция координат имеющихся узлов склеивания – при нарушении усло-
вий в узлах интерполяции изменяется положение узла (в данной статье рассмотрен при-
мер вертикальной коррекции, но возможна также и горизонтальная); 

5) анализ чувствительности модели – исследуется степень влияния вносимых в чи-
словые данные изменений на точность приближения и гладкость функции. 

На схеме на рис. 9 отображена последовательность действий при построении 
сплайновых приближений по данной методике.  

 

Рис. 9. Схема процесса построения сплайнового приближения с уточнением данных 

В работе рассмотрено применение методики к приближению функции (1) с помо-
щью кубического сплайна, в результате чего получена модель (5); в табл. 6 приведено 
сравнение этой модели с моделью, построенной с использованием параметрического ли-
нейно-экспоненциального сплайна (2). На основании этого сравнения можно заключить, 
что каждый из этих методов имеет свои преимущества, при этом использование кубиче-
ской сплайновой интерполяции позволяет избежать действий с большими и малыми ве-
личинами и тем самым снизить вероятность ошибок округления при расчётах. 
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Таблица 6 
Сравнение сплайновых методом моделирования по объёму численной информации 

и сложности вычислений 

Метод моделирования Количество 
коэффициентов 

Сложность 
вычислений 

Линейно-экспоненциальный сплайн 20 высокая 
Кубический сплайн 36 низкая 

Ещё одним преимуществом данной методики является достаточно высокая степень 
формализации пошагового процесса моделирования; это обстоятельство говорит в пользу 
того факта, что на её основе может быть разработан алгоритм для создания программной 
реализации, предполагающей возможность задания пользователем исходных числовых 
данных и дополнительных ограничений, после чего весь процесс построения модели мо-
жет быть полностью автоматизирован. 

Помимо рассмотренной в этой статье задачи интерполяции формы сосудов для 
хранения веществ под давлением, изготавливаемых на оборудовании с числовым про-
граммным управлением, разработанная методика построения сплайновых приближе-
ний может быть применена ко многим задачам, имеющим прикладную направленность. 
Таковыми, например, являются задачи интерполирования профилей днищ, конструирова-
ния схем армирования конструкций из композиционных материалов, формирования тра-
екторий движения рабочих органов четырёхкоординатного намоточного станка, где дан-
ная методика может быть использована при построении интерполяционных моделей с 
помощью САПР для получения управляющих программ намотки. 

В задачах долгосрочного прогнозирования работы скважин на газоконденсатных 
месторождениях, на практике часто решаемых в условиях растущего спроса на эффек-
тивные методы управления добычей газа [18], данная методика может быть использована 
для аппроксимации исходных геолого-промысловых данных, а также улучшения точно-
сти прогнозов в виде технических приложений, математических моделей и алгоритмов 
для расчёта прогнозных ресурсов, позволяя таким образом оптимизировать процессы 
эксплуатации и увеличить общую эффективность добычи газа. 

Также может быть оптимизировано решение существующих проблем в инженерных 
исследованиях: при моделировании напряжённо-деформированного состояния металли-
ческих конструкций возможно повышение точности расчётов и определение единиц 
сложной формы и напряжений в местах их соединений [19]. 

Заключение. Интегрирование данной методики в состав современных систем автома-
тизированного проектирования в виде программных модулей позволит расширить функцио-
нальность инструментария ПО, а также повысить гибкость процесса моделирования, в связи 
с чем актуальными являются вопросы исследования и разработки методов, используемых 
при построении математических моделей с помощью современного специализированного 
программного обеспечения; в частности, таковыми могут являться методы расчёта вероятно-
стей связности [20]. Использование полученных результатов может повысить качество обра-
зовательного процесса, углубив теоретические значения и практические навыки студентов в 
вопросах выбора и реализации методов и алгоритмов обработки и анализа данных, числен-
ных методов для линейных систем, построения сложных программных приложений с приме-
нением объектно-ориентированной технологии и повторного использования кода. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ МУЛЬТИМОДЕЛЬНЫХ ХРАНИЛИЩ 

ДАННЫХ В ИГРОВОЙ ИНДУСТРИИ 

Проводится исследование целесообразности и эффективности применения мультимодель-
ных баз данных для хранения и обработки данных в игровой индустрии. Современные игровые про-
екты характеризуются высокой сложностью и разнородностью данных: от строго структури-
рованной информации об игроках, предметах и квестах до слабоструктурированных и сильносвя-
занных данных, таких как системы рецептов, диалоговые деревья, отношения между кланами и 
внутриигровые энциклопедии. Существующие подходы, основанные на реляционных или одномо-
дельных NoSQL-хранилищах, часто не обеспечивают необходимой гибкости, производительности 
и удобства разработки для таких комплексных сценариев. Целью исследования является проекти-
рование и сравнительный анализ производительности мультимодельного решения в контексте 
типовых игровых механик. Авторами разработана структура мультимодельного хранилища на 
базе СУБД ArangoDB, которая интегрирует документную, графовую и ключ-значение модели дан-
ных. Архитектура решения охватывает ключевые компоненты RPG-игр: управление игроками и 
инвентарём, систему квестов, диалогов, рецептов крафта, таблиц добычи, клановых взаимоот-
ношений, а также полнотекстовый поиск по внутриигровой энциклопедии с использованием 
ArangoSearch.  кспериментальная часть включает подробное сравнение производительности 
разработанного мультимодельного хранилища с реляционной СУБД PostgreSQL и документной 
MongoDB на реалистичных наборах данных и запросах. Результаты демонстрируют значитель-
ное преимущество мультимодельного подхода при выполнении операций, требующих обхода 
сложных связей: например, поиск враждебных игроков через граф клановых отношений в 
ArangoDB выполняется в среднем в 11 раз быстрее, чем аналогичный JOIN-запрос в PostgreSQL.  
В то же время, для сценариев с частыми модификациями линейно организованных данных (напри-
мер, обновление статуса квестов) мультимодельное хранилище показывает несколько более низ-
кую производительность по сравнению с реляционной моделью, что однако является допустимым 
в контексте общей архитектуры игрового проекта. Исследование подтверждает, что мульти-
модельные СУБД, в частности ArangoDB, представляют собой перспективное решение для игро-
вой индустрии, позволяя в рамках единой платформы эффективно комбинировать различные мо-
дели данных, упрощать разработку и достигать высокой производительности на сложносвязан-
ных данных, что является критически важным для современных многопользовательских игр. 

Мультимодельные хранилища данных; NoSQL модели данных; схемы баз данных; документ-
ная модель; графовая модель; реляционная модель; хранилища данных; ArangoDB; разработка игр. 
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