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ГРУППИРОВКА ПРЕДИКТОРОВ В КОМБИНИРОВАННОЙ  

КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ 

Дан краткий обзор публикаций по применению при математическом моделировании слож-

ных систем комбинированных конструкций, содержащих в качестве составных элементов из-

вестные модельные формы. В частности, рассмотрены: алгоритм оценки параметров для созда-

ния математических моделей динамических систем; структурированные математические модели 

кислородного электрода и биологической очистки сточных вод; комбинированная модель, вклю-
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чающая ионный обмен между кальцием и медью; объединение нестандартных конечно-

разностных схем и метода экстраполяции Ричардсона для получения численных решений двух мо-

делей биологических систем; математическая формулировка задачи и эвристический подход к 

оптимальному планирования маршрутов доставки в мультимодальной системе; математическая 

модель оптимизации стратегических и тактических решений во всех видах цепочек поставок на 

основе биомассы; метод разработки моделей различных типов для элементов химико-

технологических систем с учетом различных видов имеющейся информации и объединении этих 

моделей в единый комплекс. Сформулированы два варианта постановки задачи вычисления оценок 

параметров комбинированной кусочно-линейной регрессии – при непустом и пустом пересечении 

индексных множеств, задающих состав независимых переменных в линейной и кусочно-линейной 

компонентах модели. Показано, что в обоих случаях при выборе в качестве функции потерь сум-

мы абсолютных отклонений ошибок аппроксимации эти варианты сводятся к задачам линейно-

булева программирования. Построены две версии комбинированной кусочно-линейной регрессион-

ной модели выручки горно-металлургической компании «Северсталь». В качестве независимых 

переменных модели использованы объемы производства: горячекатанного, холоднокатанного и 

оцинкованого  листа, листа с другим металлическим покрытием, листа с полимерным покрытием, 

сортового проката, метизной продукции.     

Комбинированная кусочно-линейная регрессионная модель; группировка предикторов; задача 

линейно-булева программирования; индексное множество; мощность множества; горно-

металлургическая компания. 

S.I. Noskov, S.V. Belyaev 

GROUPING PREDICTORS IN COMBINED PIECEWISE LINEAR REGRESSION 

The article provides a brief overview of publications on the application of combined structures con-

taining known model forms as constituent elements in mathematical modeling of complex systems. In par-

ticular, the following are considered: an algorithm for estimating parameters for creating mathematical 

models of dynamic systems; structured mathematical models of an oxygen electrode and biological 

wastewater treatment; a combined model including ion exchange between calcium and copper; a combi-

nation of non-standard finite-difference schemes and the Richardson extrapolation method to obtain nu-

merical solutions of two models of biological systems; a mathematical formulation of the problem and a 

heuristic approach to optimal planning of delivery routes in a multimodal system; a mathematical model 

for optimizing strategic and tactical decisions in all types of biomass-based supply chains; a method for 

developing models of various types for elements of chemical-engineering systems taking into account var-

ious types of available information and combining these models into a single complex. Two variants of the 

problem statement for calculating the estimates of the parameters of a combined piecewise linear regres-

sion are formulated: with a non-empty and empty intersection of the index sets that define the composition 

of the independent variables in the linear and piecewise linear components of the model. It is shown that 

in both cases, when the sum of absolute deviations of approximation errors is selected as the loss function, 

both variants are reduced to linear-Boolean programming problems. Two versions of a combined piece-

wise linear regression model of revenue of the mining and metallurgical company Severstal are construct-

ed. The following production volumes are used as independent variables of the model: hot-rolled, cold-

rolled and galvanized sheet, sheet with another metal coating, sheet with a polymer coating, rolled prod-

ucts, hardware products. 

Combined piecewise linear regression model; predictor grouping; linear-Boolean programming 

problem; index set; set power; mining and metallurgical company. 

Введение. Исследование сложных объектов различного характера с помощью мето-
дов математического моделирования часто требует применения комбинированных фор-
мальных конструкций, содержащих в качестве составных элементов известные модель-
ные формы. Так, в работе [1] обсуждается алгоритм оценки параметров для создания ма-
тематических моделей динамических систем и представлен алгоритм рекурсивных наи-
меньших квадратов на основе оценочных состояний, вычисляемых с помощью фильтра 
Калмана. В [2] структурированные математические модели кислородного электрода и 
биологической очистки сточных вод объединены для оптимизации положения электрода 
в биореакторе. Выявлены параметры, к изменению которых, как показало тестирование 
модели, она наиболее чувствительна. В исследовании [3] изучается адсорбция меди на 
инкапсулированном альгинатом кальция магнитном сорбенте. Разработана комбиниро-
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ванная модель, которая включает ионный обмен между кальцием и медью, координаци-
онную реакцию между функциональной группой и медью, а также образование поверх-
ностного комплекса между оксидом железа и медью. Статья [4] посвящена объединению 
нестандартных конечно-разностных схем и метода экстраполяции Ричардсона для полу-
чения численных решений двух моделей биологических систем. В некоторых случаях 
необходимо, чтобы численные решения правильно воспроизводили динамическое пове-
дение систем, а в других – просто найти стационарное состояние. В [5] предложен ком-
плексный подход к разработке моделей упругости, пластичности и разрушения неодно-
родных материалов в рамках метода дискретных элементов.  

В работе [6] представлена математическая формулировка задачи и эвристический 
подход к оптимальному планирования маршрутов доставки в мультимодальной системе, 
объединяющей грузовики и беспилотные летательные аппараты. Модель имеет форму за-
дачи смешанно-целочисленного линейного программирования. В исследовании [7] пред-
ставлена математическая модель OPTIMASS для оптимизации стратегических (например, 
местоположение и тип объекта) и тактических (например, распределение) решений во всех 
видах цепочек поставок на основе биомассы. В [8] представлена комбинированная модель 
прогнозирования смещения бетонной плотины с помощью линейной модели авторегресси-
онного интегрированного скользящего среднего, в которой регрессионная модель опорных 
векторов строится для оптимизации и обработки нелинейного высокочастотного сигнала.  
В статье [9] предложен метод, заключающийся в разработке моделей различных типов (де-
терминированных, статистических, нечетких, гибридных) для элементов химико-
технологических систем с учетом различных типов имеющейся информации (теоретиче-
ской, статистической, нечеткой) и объединении этих моделей в единый комплекс. В [10] 
разработан комбинированный алгоритм идентификации математических моделей маневри-
рования судна, основанный на классическом генетическом алгоритме.  

Следует также отметить посвященные разработке и анализу комбинированных мо-
делей работы: [11] (применение комбинированной искусственной нейронной сети при 
моделировании компьютерных инцидентов), [12] (прогнозирование концентраций за-
грязняющих выбросов на основе вейвлет-преобразований и искусственных нейронных 
сетей), [13] (математическая модель процессов циклического вязкопластического дефор-
мирования и накопления повреждений в конструкционных сплавах), [14] (комбиниро-
ванный метод верификации объектно-ориентированных моделей данных), [15] (комби-
нированная модель процесса оценивания достоверности контроля технического состоя-
ния космических аппаратов в условиях неопределенности), [16] (математические модели 
структурного анализа элементов мультисервисных сетей связи). 

Оценивание параметров и формирование групп переменных в комбинирован-
ной кусочно-линейной регрессии. В работе [17] предложен алгоритмический способ 
идентификации параметров комбинированной кусочно-линейной регрессионной модели 

                    
    

          ,                                        (1) 

Здесь   – зависимая переменная,   ,             – независимые переменные,   , 

  ,     ,   ,      - подлежащие вычислению параметры,   – номер наблюдения выбор-

ки данных,   – ее длина,    – ошибки аппроксимации,    и    – наперед заданные индекс-
ные множества номеров предикторов. При этом  

                  

и, в общем случае, 
       . 

Все переменные в модели (1) детерминированы. 
Заметим, что, если модель (1) построена для экономического объекта, ее кусочно-

линейная составляющая    
    

        представляет собой правую часть производственной 

функции с постоянными пропорциями, называемой также функцией Леонтьева (см., на-
пример [18–20]). 

В [17] при условии, что в качестве функции потерь выбрана сумма модулей ошибок 

аппроксимации  
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      =      
   ,                                                        (2) 

задача оценивания параметров модели (1) сведена к задаче линейно-булева программи-

рования (ЛБП).  

Представим эту задачу в более общем виде, а именно, пусть требуется не только 

рассчитать значения векторов параметров модели (1), но и сформировать индексные 

множества    и   , допуская при этом их непустое пересечение. Будем только считать 

наперед заданным количество элементов в каждом из этих множествах, их мощность: 

     =   ,      =   . 

В этом случае функция потерь (2) должна быть преобразована к виду  

                    
   . 

Для сведения задачи минимизации функции               к задаче ЛБП воспользу-

емся вычислительными приемами из [17, 21]. Введем следующие булевы переменные: 

   =  
       
      

 , 

    
       
      

 . 

Тогда последняя примет вид: 

         
 
                        ,                               (3) 

                                                                       (4) 

      
 
   ,                                                          (5) 

        ,       ,      ,                                            (6) 

                  ,      ,      ,                                (7) 

    
 
   =1,      ,                                                  (8) 

           ,      ,                                               (9) 

    
 
   =   ,                                                       (10) 

                 ,                                                    (11) 

                                                                       (12) 

                                                                       (13) 

                      ,                                      (14) 

                       
        

 
                                    (15) 

Здесь   и              – наперед заданные соответственно малое и большие по-

ложительные числа,   =10   
     

 
  

   
,      . При этом должно соблюдаться условие 

  <<  ,      . 

Таким образом, при   =0  -ая независимая переменная войдет в линейную часть мо-

дели (1) с нулевым коэффициентом (т.е. не войдет вовсе). Если же   =0, то j-ый предик-

тор войдет в кусочно-линейную ее часть с коэффициентом, не меньшим чем   , следова-

тельно, минимум в модели не сработает на переменной    ни на одном наблюдении вы-

борки данных (т.е.    не попадет в эту часть). 

Для того, чтобы обеспечить иногда требуемое в соответствии с целью моделирова-

ния выполнение условия        , необходимо включить в состав ограничений задачи 

ЛБП следующие равенства: 

   +    = 1,      .                                                  (16) 
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Комбинированная кусочно-линейная регрессионная модель горно-метал-

лургической компании «Северсталь». Применим предложенный выше подход для по-

строения модели выручки горно-металлургической компании «Северсталь». Воспользу-

емся при этом статистической информацией за 2009 – 2021 гг. (табл. 1) [22]. Введем сле-

дующие обозначения: y – выручка, млн. долл.;    – горячекатаный лист, тыс. т.;    – хо-

лоднокатаный лист, тыс. т.;    – оцинкованный лист и лист с другим металлическим по-

крытием, тыс. т.;    – лист с полимерным покрытием, тыс. т.;    – сортовый прокат,  

тыс. т.;    – метизная продукция, тыс. т. 

Таблица 1  

Статистическая информация 

Год y                   

2009 13050 5977 2599 2228 294 759 806 

2010 13573 6403 2252 1733 244 762 784 

2011 15812 6053 1916 1991 241 805 764 

2012 14104 6439 1835 2071 368 819 827 

2013 9434 4206 1419 615 450 889 662 

2014 8296 3662 1443 592 434 1168 636 

2015 6396 3988 1336 624 418 1269 610 

2016 5916 4080 964 560 386 1401 639 

2017 7848 3949 1324 654 403 1406 615 

2018 8580 3895 1286 835 391 1460 560 

2019 8157 4382 977 934 448 1234 563 

2020 6870 4442 918 939 471 668 587 

2021 11638 4815 1092 1015 401 651 603 

Зададим мощность индексных множеств       :        =3. Вначале путем решения 

задачи ЛБП (3)–(15) построим модель (1) с возможностью непустого пересечения этих 

множеств. При этом, учитывая положительный характер влияния всех шести предикто-

ров на зависимую переменную, скорректируем ограничения (4) следующим образом: 

                                                                            (17) 

В результате получим модель: 

                          

                             ,         Е 7                                   (18) 

где Е – средняя процентная ошибка. При этом, хоть значение    и оказалось равно еди-

нице, но в линейную часть модели (18) переменная    не вошла вследствие равенства 

нулю параметра   , вызванного ограничениями (17).  А вот переменная    вошла и в ли-
нейную, и в кусочно-линейную части модели. 

Теперь построим модель (1), потребовав пустоты пересечения множеств       , 
включив в состав ограничений задачи ЛБП ограничения (16): 

                   7      

                              ,         Е 7  4.                          (19) 

Как легко убедиться, множество    для моделей (18) и (19) одно и то же, а вот соста-

вы множества    существенно различаются. Обращает также на себя внимание тот факт, 

что переменная    не вошла ни в один из построенных вариантов модели, что указывает 
на ее статистическую незначимость. Отметим также, что, судя по значению критерия 
адекватности Е, оба они обладают хорошим аппроксимационным качеством. 
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Заключение. В работе представлены две версии постановки задачи идентификации 
параметров комбинированной кусочно-линейной регрессии – с возможностью непустоты 
пересечения индексных множеств, определяющих состав линейной и кусочно-линейной 
составляющих модели, и без такой возможности. Показано, что в обоих случаях при вы-
боре в качестве функции потерь суммы модулей ошибок аппроксимации обе задачи сво-
дятся к задачам линейно-булева программирования. Построены два варианта комбиниро-
ванной кусочно-линейной регрессионной модели горно-металлургической компании 
«Северсталь». 
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