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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ И ОСОБЕННОСТЕЙ ПРАКТИЧЕСКОЙ 

РЕАЛИЗАЦИИ ФИЛЬТРОВ ХОГЕНАУЭРА КАК РЕКУРСИВНЫХ ЦИФРОВЫХ 

ФИЛЬТРОВ С КОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Рассматриваются вопросы устойчивости каскадных интегратор-гребенчатых (CIC – cascade 

integrator-comb) фильтров, используемых в цифровой обработке сигналов, в том числе для децимации 

и интерполяции. Проведен краткий обзор современных публикаций, касающихся архитектурной 

оптимизации CIC-фильтров. Основное внимание уделено повышению устойчивости фильтров к 

переполнению разрядной сетки, анализу их устойчивости и методу синтеза рекурсивных  

КИХ-фильтров (фильтров с конечной импульсной характеристикой). Для лучшего понимания при-

роды устойчивости CIC-фильтров в работе приведены математические выкладки, иллюстри-

рующие особенности накопления постоянной составляющей при различных конфигурациях блоков. 

Предложено изменение структуры CIC-фильтра, заключающееся в перестановке блоков инте-

гратора и гребенчатого фильтра. Доказано, что такое изменение предотвращает накопление 

постоянной составляющей сигнала в интеграторах и, следовательно, исключает переполнение 

разрядной сетки вследствие накопления постоянной составляющей в интеграторе. Этот подход 

базируется на свойстве линейных фильтров, согласно которому изменение порядка включения не 

влияет на передаточную функцию. амплитудно-частотную характеристику, но в случае цифро-

вых реализаций позволяет существенно снизить вероятность переполнения. Возможности аппа-

ратной и программной реализации таких структур рассматриваются с точки зрения минимиза-

ции потерь точности и увеличения надежности работы систем цифровой обработки сигналов. 

Предложено использование целых чисел или чисел с фиксированной точкой для устранения накоп-

ления ошибок квантования. Кроме того, была разработана программа на языке Python, реализую-

щая CIC-фильтр с учетом устойчивости к постоянной составляющей во входном сигнале и точ-

ным выполнением операций. Полученные результаты сопоставлены с современными подходами, 

представленными в научных исследованиях последних лет. Предложенные решения могут быть 

полезны при разработке цифровых фильтров для систем с ограниченными вычислительными ре-

сурсами и повышенными требованиями к стабильности.  

CIC-фильтр; Хогенауэр; цифровая обработка сигналов; децимация; импульсная характери-

стика; амплитудно-частотная характеристика; фазочастотная характеристика; Python; ус-

тойчивость фильтров. 

mailto:mganzhur@yandex.ru
mailto:lebedev.b.k@gmail.com
mailto:lebedev.ob@mail.ru
mailto:mganzhur@yandex.ru
mailto:lebedev.b.k@gmail.com
mailto:lebedev.ob@mail.ru


Известия ЮФУ. Технические науки                             Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 

 

38 

I.E. Moiseenko, S.P. Tarasov, I.I. Turulin  

ANALYSIS OF STABILITY AND FEATURES OF PRACTICAL IMPLEMENTATION 

OF HOGENAUER FILTERS AS RECURSIVE DIGITAL FILTERS WITH FINITE 

IMPULSE RESPONSE 

The article considers the issues of stability of cascade integrator-comb (CIC) filters used in digital 

signal processing, including decimation and interpolation. A brief review of modern publications on the 

architectural optimization of CIC filters is given. The main attention is paid to increasing the stability of 

filters to the overflow of the bit grid, analyzing their stability and the method of synthesis of recursive FIR 

filters (filters with a finite impulse response). For a better understanding of the nature of the stability of 

CIC filters, the paper presents mathematical calculations illustrating the features of the accumulation of 

the constant component for various block configurations. A change in the structure of the CIC filter is 

proposed, consisting in the permutation of the integrator and comb filter blocks. It is proved that such a 

change prevents the accumulation of the constant component of the signal in the integrators and, there-

fore, eliminates the overflow of the bit grid due to the accumulation of the constant component in the inte-

grator. This approach is based on the property of linear filters, according to which changing the order of 

inclusion does not affect the transfer function. amplitude-frequency characteristic, but in the case of digi-

tal implementations it allows to significantly reduce the probability of overflow. The possibilities of hard-

ware and software implementation of such structures are considered from the point of view of minimizing 

the loss of accuracy and increasing the reliability of digital signal processing systems. It is proposed to 

use integers or numbers with a fixed point to eliminate the accumulation of quantization errors. In addi-

tion, a program in Python was developed that implements a CIC filter taking into account the stability of 

the constant component in the input signal and the accurate execution of operations. The obtained results 

are compared with modern approaches presented in scientific research in recent years. The proposed 

solutions can be useful in developing digital filters for systems with limited computing resources and in-

creased stability requirements. 

CIC filter; Hogenauer; digital signal processing; decimation; impulse response; amplitude-

frequency response; phase-frequency response; Python; filter stability. 

Введение. CIC-фильтры (Cascaded Integrator–Comb фильтры) решают ряд важных 

задач в цифровой обработке сигналов, особенно связанных с изменением частоты дис-

кретизации [1]. Рассмотрим основные проблемы, которые они помогают решать: деци-

мация, минимизация вычислительной сложности, первичная фильтрация, простота аппа-

ратной реализации. 

CIC-фильтр – это комбинированная структура, состоящая из интегратора (БИХ-фильтр) 

и разностного КИХ-фильтра. Фильтр-интегратор – это элемент, который накапливает (ин-

тегрирует) входные значения сигнала [2].  

Интегратор работает по рекуррентному принципу, где текущее значение выхода 

вычисляется как сумма предыдущего выхода и текущего входного значение [3]. Матема-

тически это можно записать как: 

                                                                      (1) 

где      – входной сигнал,       – выходной сигнал интегратора. 

 
Рис. 1. Структурная схема интегратора 
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Гребенчатый (разностный) фильтр в составе CIC-фильтра обеспечивает формирова-
ние итоговой фильтрующей характеристики [4]. Гребенчатый фильтр реализует опера-
цию вычитания из текущего значения входного сигнала его значение, полученное с неко-
торой задержкой [5]. Математически это можно записать как: 

                                                                  (2) 

где      – входной сигнал,   – параметр задержки, который часто совпадает с коэффици-
ентом децимации [4]. 

 
Рис. 2. Структурная схема гребенчатого фильтра 

В CIC-фильтре несколько интеграторов последовательно аккумулируют входные 
данные, а затем соответствующее количество гребенчатых фильтров применяется для 
вычитания задержанных версий сигнала [6]. Такое чередование приводит к формирова-
нию общей низкочастотной характеристики с характеристическим sinc–подобным зату-
ханием, что полезно для подавления высокочастотного шума и предотвращения алиасин-
га при децимации [7]. На рис. 3 изображена структурная схема простого CIC фильтра. 

 
Рис. 3. CIC-фильтр первого порядка 

При реализации CIC-фильтров важно учитывать разрядность вычислителя, поскольку 
от неё зависят точность, динамический диапазон и корректность работы фильтра [8].  

В ряде современных работ также исследуются вопросы устойчивости и оптимиза-
ции CIC-фильтров. В частности, в [9] представлена оптимизация структуры CIC-фильтра 
для аппаратной реализации с учетом энергетических затрат. В [10] сравниваются подхо-
ды к усилению частотных характеристик FIR-фильтров с применением техник их уточ-
нения (sharpening). Статья [11] уделяет внимание FPGA-реализации CIC-фильтров, а в 
[12] предложены способы адаптации фильтров к изменениям входного сигнала в реаль-
ном времени. Обзор современных подходов к квантованию и структурам КИХ-фильтров 
приведен в [13]. 

Улучшение устойчивости CIC-фильтра к переполнению. Для этого покажем, что 
гребенчатый фильтр C можно представить в виде каскадного соединения фильтра с пря-
моугольной КИХ:  

hr[n] = 1 при   ≤ n ≤ R–1, в остальных случаях hr[n] = 0,                     (3) 

и дискретного дифференциатора [4], выполняющего операцию: 

                       –      –    .                                        (4) 
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Подав на вход дискретного дифференциатора единичный импульс ([n] = 1 при  

n = 0 и [n] =   при других n), и выполнив численное дифференцирование по формуле 
(4), получим КИХ дифференциатора   

 {h[n]} =  h[n] = h[n] – h[n – 1].h [n] = 1,                             (5) 

если n = 0;  h [n] = –1,  

если n = 1; h [n] = 0 – в других случаях.            
Выполнив численное дифференцирование формулы (3) по формуле (1), получим 

КИХ каскадного соединения КИХ (3) и дискретного дифференциатора 

hC[n] = 1 при n = 0, 

hC[n] = –1 при n = R, 

hC[n] = 0 – в других случаях.                                                (6) 

Как видно, формула (6) есть КИХ гребенчатого фильтра C, т.е. фильтр С содержит 
дискретный дифференциатор. 

Если на вход фильтра (рис. 4) подать сигнал с постоянной составляющей, то первый 
(входной) интегратор будет ее накапливать, содержимое его сумматора будет расти, и в 
конце концов произойдет переполнение разрядной сетки [14]. На выходе первого гребен-
чатого фильтра C также будет постоянная составляющая, которая будет аналогично ин-
тегрироваться следующим интегратором с теми же последствиями в виде переполнение 
разрядной сетки. 

Если поменять местами блоки I и С, т.е. блок С включить первым, то постоянная 
составляющая входного сигнала будет подавлена дискретным дифференциатором, вхо-
дящим в блок С, и, при наличии во входном сигнале постоянной составляющей, пере-
полнения не будет. Аналогично постоянной составляющей не будет на входе других ин-
теграторов I в схеме на рис. 4.  

 
Рис. 4. Обеспечение устойчивости CIC-фильтра при округлениях результата 

вычислений 

Заметим, что блоки в схеме на рис. 4 линейны, а, как известно, порядок каскадного 
включения линейных фильтров несущественен [4]. Однако в цифровых фильтрах присут-
ствует источник нелинейности в виде ограниченной длины разрядной сетки, которая 
проявляется при ее превышении [15]. Если превышения не было, фильтр линеен. Поэто-
му с учетом практической реализации порядок включения линейных фильтров может 
быть существенен, как в данном случае. 

В источнике [16] есть предположение, что подобная расстановка фильтров в систе-
ме может привести к ошибкам при округлении результатов вычислений и большом коли-
честве отсчетов.  

Для решения этой проблемы была предложена обратная расстановка гребенчатых 
фильтров и интеграторов.  

Анализ устойчивости. Для анализа устойчивости выполним некоторые выкладки. Вы-
полнив z-преобразование формулы (4), получим системную функцию дифференциатора: 

H (z) = 1 – z
–1

.                                                         (7) 

Операция дискретного интегрирования производит суммирование всех предыдущих 
отсчетов входного сигнала x[n], т. е. выходной сигнал интегратора:  

           
 

    
.                                                     (8) 

Линейное разностное уравнение интегратора I: 

y[n] = x[n] + y[n – 1].                                                   (9) 
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Выполнив z-преобразование формулы (8), получим его системную функцию:  

             –                                                       (10) 

Сравнив формулы (7) и (10) можно убедиться, что операции дискретного диффе-

ренцирования и интегрирования взимообратны, т. е. H (z)∙H (z) = 1.   
Таким образом, фильтр с прямоугольной КИХ, представляющий собой каскадное 

соединение гребенчатого фильтра C и интегратора I, является рекурсивным по структуре 
и КИХ-фильтром по длине импульсной характеристики, с системной функцией  

           –         –                                                  (11) 

Если поделить числитель на знаменатель, получится функция 

        

   
,                                                          (12) 

соответствующая нерекурсивному фильтру с такой же прямоугольной КИХ.  
Сам по себе интегратор является рекурсивным БИХ-фильтром, причем неустойчи-

вым, поскольку его импульсная характеристика представляет собой единичную ступен-
чатую функцию, которые не затухает во времени, то есть фильтр не возвращается в ис-
ходное состояние после прекращения входного воздействия [17]. Если операции в 
фильтре выполняются точно, то преобразования формулы (11) в формулу (12) происхо-
дит точно. В противном случае в структуре как бы остается интегратор с малым коэффи-
циентом передачи, порядка погрешности квантования (следствие неточного выполнения 
операций в фильтре), неустойчивость остаётся, хоть и сопровождается малой погрешно-
стью, которая накапливается и циркулирует в интеграторе [18, 19].   

Обычно даже в случае неточного выполнения операций такая погрешность проблем 
не вызывает, поскольку реальные системы чаще всего работают на ограниченных вре-
менных интервалах [20]. Однако для того, чтобы фильтр был строго устойчивым, необ-
ходимо точное выполнение операций в фильтре [21]. Это может быть достигнуто исполь-
зованием целых чисел или чисел с фиксированной точкой. 

В рекурсивных КИХ-фильтрах, описанных в [22, 23], обычно используется несколь-
ко каскадно включенных интеграторов, здесь необходимо точное выполнение операции в 
фильтре, поскольку постоянная погрешность на выходе первого интегратора интегриру-
ется во втором, и на его выходе появляется линейно нарастающая функция, на выходе 
третьего интегратора – параболически нарастающая функция, и выходной сигнал такого 
фильтра быстро выходит за пределы разрядной сетки сумматора. 

О методе синтеза рекурсивных КИХ-фильтров [22, 23]. Как видно из (3), КИХ 
фильтра Хогенауэра (3) задана в виде полинома нулевой степени аргумента n. В резуль-
тате дискретного дифференцирования исходной прямоугольной КИХ по формуле (4) по-
лучим примитивный КИХ-фильтр – гребенчатый фильтр C с парой ненулевых коэффи-
циентов (6), что резко снижает вычислительную сложность. Дискретный интегратор I, 
включенный каскадно с C (после него – для предотвращения накопления постоянной 
составляющей и переполнения) восстанавливает исходную КИХ.  

Такой подход можно распространить на исходную КИХ любой степени p аргумента 
n [22, 23]. В этом случае КИХ дифференцируется по формуле (4) p + 1 раз, в результате 
чего получается примитивная КИХ с числом ненулевых коэффициентов  не более с  
2(p + 1). Рекурсивный КИХ-фильтр реализуется подключением к выходу примитивного 
фильтра p + 1 интеграторов, восстанавливающих исходную КИХ. Вычислительная слож-
ность полученной структуры при большой длине исходной КИХ существенно ниже, чем 
у исходного нерекурсивного КИХ-фильтра. Интеграторы подключаются обязательно к 
выходу примитивного фильтра – для предотвращения накопления постоянной состав-
ляющей и переполнения каждого интегратора. Операции при фильтрации в рекурсивном 
КИХ-фильтре должны выполняться точно (это достигается использованием целых чисел 
или чисел с фиксированной точкой), иначе фильтр становится неустойчивым. 

Реализация CIC-фильтра на Python с учетом устойчивости к постоянной со-
ставляющей во входном сигнале и точным выполнением операций. В программе 
реализованы фильтры Хогенауэра разной каскадности и производится их сложение для 
получения фильтра с заданными свойствами. 
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После запуска программа предлагает ввести входные данные для синтеза фильтра. Это 
параметр N, означающий количество стоящих друг за другом фильтров и их каскадность. 
Допустим, при       реализуется сложение однокаскадного, двухкаскадного и трехкаскад-
ного фильтра. Параметр   – коэффициент децимации. В нашем случае, как было описано 
выше, он также является параметром задержки. Параметры весовых коэффициентов для каж-
дого фильтра регулируют степень участия каждого фильтра в итоговой характеристике. 

После инициализации необходимых переменных программа производит расчет 
фильтра интегратора и гребенчатого фильтра. 

Фильтр-интегратор реализуется посредством операции свёртки с вектором, состоя-
щим из единиц [24]. В начале функции «cic_filter_alternating» задаётся начальная им-
пульсная характеристика фильтра:               . 

Здесь            создаёт массив длины  , заполненный единицами. Этот массив 
является импульсной характеристикой простейшего интегратора, который суммирует   
последовательных входных значений (т.е. действует как скользящее суммирование или 
интегрирование за фиксированный промежуток). 

В цикле                    происходит чередование интеграторов и гребенчатых 
(разностных) фильтров. Каждый раз, когда значение индекса «i» четное (             ), 
программа применяет очередной интегратор:                                

Здесь происходит свёртка текущей импульсной характеристики   с вектором 
          . Это эквивалентно тому, что к уже накопленным данным применяется опе-
рация суммирования по блоку длины  . Такая операция реализует дискретное интегри-
рование, поскольку каждый новый выходной отсчёт является суммой предыдущего вы-
ходного отклика и группы входных значений [25]. 

Гребенчатый фильтр также реализуется в функции                       . Создает-
ся массив длины      , заполненный нулями. 

                        . 

Затем устанавливаются два значения. Первый элемент           задается равным 1, 
а последний элемент            задается равным –1. Это дает ядро       
              . 

Такое ядро реализует операцию разности (2), то есть вычитает значение входного 
сигнала, отстающее на R отсчетов. 

После создания ядра гребенчатого фильтра, оно применяется к текущей импульсной 
характеристике h посредством операции свертки:                          . 

Эта свертка осуществляет дифференцирование, устраняя накопленные эффекты, 
созданные предыдущими этапами интеграции, и формируя итоговую импульсную харак-
теристику фильтра. 

В переменной сохраняется список отдельных импульсных характеристик CIC 
фильтров, которые генерируются для каждого этапа (каскада) согласно введённым поль-
зователем параметрам. Выражение: 

                                                                                
в виде спискового включения (list comprehensi n) проходит по всем индексам от   до 
    (где N – число фильтров, введенное пользователем). Для каждого «i»: 

Вызывается функция                                   , где: 

       задаёт количество этапов (каскадов) для CIC фильтра на данном шаге. Та-
ким образом, первый элемент соответствует CIC фильтру с одним этапом, второй 
– с двумя и так далее; 

      – коэффициент децимации, введённый пользователем для i–го фильтра. 

 Функция возвращает массив (1D NumPy array), который является импульсной 
характеристикой этого CIC фильтра;  

 Вызов                    используется для замены возможных NaN (если они 
возникли в результате вычислений) на числовые значения, чтобы гарантировать 
корректность полученного массива. 

После выполнения этого выражения, переменная         становится списком, где: 

            – импульсная характеристика CIC фильтра с 1 этапом (интегратор и 
гребенчатый фильтр) и коэффициентом децимации R[0]; 
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            – импульсная характеристика CIC фильтра с 2 этапами и коэффициен-
том децимации R[1]; 

 И так далее до             . 
Впоследствии эти отдельные импульсные характеристики комбинируются с задан-

ными весовыми коэффициентами для формирования итогового фильтра. Каждый фильтр 
из списка         приводится к общей длине, затем умножается на соответствующий вес, 
и суммируется с другими, чтобы получить итоговую импульсную характеристику ком-
бинированного фильтра. На рис. 5 приведена блок–схема моей программы. 

 
Рис. 5. Блок схема Python программы 
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Пример работы программы для           , весовые коэффициенты  .3,  .4,  .3 

соответственно на рис. 6–8: 

 
Рис. 6. Импульсная характеристика комбинированного CIC-фильтра 

 
Рис. 7. АЧХ реализованного комбинированного CIC-фильтра 

 
Рис. 8. ФЧХ реализованного комбинированного CIC-фильтра 

Выводы. Проведенный анализ устойчивости показывает, для предотвращения на-

копления ошибок квантования операции в рекурсивных КИХ-фильтрах, в том числе 

фильтрах Хогенауэра, должны выполняться точно.  

Применение метода синтеза рекурсивных КИХ-фильтров позволяет снизить вычис-

лительную сложность фильтра, сохраняя его КИХ. 

Перестановка блоков интегратора и гребенчатого фильтра позволяет исключить на-

копление постоянной составляющей и исключить ошибки переполнения.   

Гибкость параметров и простота реализации подчеркивают практическую значи-

мость CIC-фильтров в системах цифровой обработки сигналов, а анализ амплитудно-

частотных и фазочастотных характеристик подтверждает корректность их построения.  

Разработанная программа демонстрирует успешную реализацию CIC-фильтра, учи-

тывающую устойчивость к постоянной составляющей входного сигнала вследствие точ-

ного выполнения операций. 
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