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МНОГОСТАДИЙНЫЙ МУРАВЬИНЫЙ АЛГОРИТМ ОДНОМЕРНОЙ 

УПАКОВКИ НА БАЗЕ ЭФФЕКТИВНЫХ МЕТОДОВ КОДИРОВАНИЯ 

РЕШЕНИЙ, И ДВУХУРОВНЕВОЙ ЭВОЛЮЦИОННОЙ ПАМЯТИ 

Целью работы является разработка и исследование методов биоинспирированного поиска 

для решения задач одномерной упаковки в одинаковые контейнеры на базе эффективных алгорит-

мов кодирования и декодирования решений, композитного критерия и двухуровневой структуры 

эволюционной памяти. В работе предложена структура упорядоченного кода упаковки одномер-

ных элементов в одинаковые контейнеры главное достоинство которого заключается в том, что 

одному решению упаковки соответствует один код и наоборот. Поисковая процедура базируется 

на модифицированной метаэвристике муравьиного алгоритма. На каждой итерации алгоритм 

одномерной упаковки имеет многостадийную структуру. Стадии выполняются последовательно 

одна за другой, начиная с первой. Каждая стадия Сk включает процедуры, выполняемые агентом 

zk. Число стадий равно числу агентов в популяции плюс заключительная стадия итерации. Основ-

ная задача, решаемая конструктивным алгоритмом на стадии Сk, заключается в построении 

кода Rk упаковки множества элементов X в одинаковые контейнеры. Стадия делится на периоды 

по числу формируемых агентом zk  списков Xjк. Период делится на этапы. На каждом периоде 

последовательно по этапам решаются следующие задачи: агент zk конструктивным алгоритмом 

формирует набор Rk упорядоченных списков Xjк одномерной упаковки в одинаковые контейнеры; 

рассчитываются оценки fjk упаковки каждого контейнера Oj элементами списка <Xjк>; рассчи-

тывается количество λjk феромона, пропорциональное оценке fjk; рассчитывается оценка 

k ∑i(fjk)одномерной упаковки множества элементов X в H одинаковых контейнеров; произво-

дится отложение феромона на ребрах графа G, соответствующих списку Xjк в ячейки накопи-

тельной матрицы памяти E второго уровня. После формирования всеми агентами zk популяции Z 

упорядоченных списков Rk, накопленный феромон добавляется в основную матрицу памяти Φ пер-

вого уровня. Для каждого Rk рассчитывается общий показатель Fk качества упаковки множества 

элементов X. Заключительная операция на итерации ‒ испарение феромона на ребрах графа G и 

фиксация zk c лучшим Fk. Проведены экспериментальные исследования заключающиеся в выяснении 

качества работы метода на тестовых наборах большой размерности. Для сравнения разрабо-

танного алгоритма с известными методами и с приближенными алгоритмами авторами было 

выбрано несколько групп бенчмарок из различных источников. 

Одномерная упаковка; одинаковые контейнеры; методология; упорядоченный код решения; 

эволюционная память; двухуровневый композитный критерий; поисковая оптимизация; декомпо-

зиция; роевой интеллект; муравьиная колония. 

M.A. Ganzhur, B.K. Lebedev, O.B. Lebedev 

MULTI-STAGE ANT ALGORITHM OF ONE-DIMENSIONAL PACKING BASED  

ON EFFICIENT DECISION ENCODING METHODS AND TWO-LEVEL 

EVOLUTIONARY MEMORY 

The aim of the work is to develop and study bioinspired search methods for solving problems of one-
dimensional packaging in identical containers based on effective algorithms for encoding and decoding 
solutions, composite criteria and a two-level structure of evolutionary memory. The paper proposes the 
structure of an ordered code for packing one-dimensional elements into identical containers, the main 
advantage of which is that one packaging solution corresponds to one code and vice versa. The search 
procedure is based on the modified metaheuristics of the ant algorithm. At each iteration, the one-
dimensional packing algorithm has a multistep structure. The stages are performed sequentially one after 
the other, starting from the first one. Each stage of the Сk includes procedures performed by the zk agent. 
The number of stages is equal to the number of agents in the population plus the final iteration stage.  
The main task solved by the constructive algorithm at the Сk stage is to construct the Rk code for packing a 
set of X elements into identical containers. The stage is divided into periods according to the number of 
lists Xjk generated by the agent zk. The period is divided into stages. In each period, the following tasks are 
solved sequentially in stages: agent zk constructively generates a set Rk of ordered lists Xjk of one-
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dimensional packaging in identical containers; fjk estimates of the packaging of each container Oj by 
elements of the list <Xjk> are calculated; the amount of λjk pheromone proportional to the fjk estimate is 

calculated; the estimate k ∑i(fjk) is calculated one-dimensional packing of a set of elements X into H 
identical containers; pheromone is deposited on the edges of graph G corresponding to the list Xjk in the 
cells of the accumulative memory matrix E of the second level. After all agents of the zk population Z have 
formed ordered lists of Rk, the accumulated pheromone is added to the main memory matri  Φ of the first 
level. For each Rk, the total Fk indicator of the packaging quality of the set of X elements is calculated. The 
final operation in the iteration is pheromone evaporation on the edges of graph G and fixation of zk with 
the best Fk. Experimental studies have been conducted to determine the quality of the method's operation 
on large-dimensional test sets. To compare the developed algorithm with known methods and approximate 
algorithms, the authors selected several groups of benchmarks from various sources.  

One-dimensional packaging; identical containers; methodology; ordered solution code; evolution-
ary memory; two-level composite criterion; search engine optimization; decomposition; swarm intelli-
gence; ant colony. 

Введение. Задача одномерной упаковки в одинаковые контейнеры является распро-
страненной производственной задачей. Эта задача является членом большой семьи задач, 
многие из которых естественно возникают на практике и состоят в разбиении множества 
элементов на непересекающиеся подмножества [1]. Например, задачей одномерной упа-
ковки является такая важная проблема исследования операций, как проблема машинного 
планирования, загрузки грузовиков с ограничением по весу. Она решается при производ-
стве стали, стекла, бумаги, дизайне СБИС, составлении бюджета, форматировании таб-
лиц, постраничном разбиении, а также при упаковке мусора в минимальное количество 
мусорных ведер и т.д. [2]. Рассматриваемая задача упаковки одномерных элементов в 
контейнеры является NP-полной [3]. Несмотря на высокую изученность задачи, сущест-
вование огромного количества различных методов ее решения для ряда контрольных 
(тестовых) задач оптимальное решение не получено [4]. Более того, на данный момент не 
существует представленного в литературе универсального алгоритма, способного одина-
ково эффективно решать все тестовые задачи. В настоящее время весьма актуальными 
являются проблемы создания и разработки новых высокоточных и быстрых методов для 
синтеза проектных решений. 

Возникшие потребности в решении задач большой и очень большой размерности 
является побудительным мотивом исследований и разработок новых эффективных алго-
ритмов. Ввиду вышеизложенного, задача упаковки блоков является актуальной пробле-
мой комбинаторной оптимизации, стоящей перед специалистами в различных областях 
производства. 

Анализ литературы показывает, что наиболее успешными в этих условиях являются 
математические методы, в которых заложены принципы природных механизмов приня-
тия решений [5]. К таким методам можно отнести, прежде всего, методы адаптивного 
поведения [6], метод эволюционного моделирования [7], гибридные модели [8–1 ], алго-
ритмы роевого интеллекта [11, 12] и муравьиные алгоритмы (ACO) [13, 14]. 

На основе модернизированной метаэвристики муравьиного алгоритм была разрабо-
тана иерархическая структура алгоритма. Одним из новых направлений непрекращающе-
гося поиска наиболее эффективных методов упаковки стало использование с одной сто-
роны бионических методов и алгоритмов, а с другой стороны использование эффектив-
ных методов кодирования решений и реконфигурируемой архитектуры, что позволило 
значительно уменьшить временную сложность алгоритма упаковки и увеличило на поря-
док размерность решаемых задач. 

На основе модернизированной метаэвристики муравьиного алгоритм разработана 
иерархическая структура алгоритма одномерной упаковки в одинаковые контейнеры. 

Постановка задачи одномерной упаковки в одинаковые контейнеры. Дано 
множество элементов X={xi|i 1,2,…,nx}. Вес элементов задается множеством 
W={wi|i 1,2,…,n}. Необходимо упаковать все элементы в контейнеры, т.е. множество X 
разбить на H непустых и непересекающихся подмножеств Xj. Для всех формируемых 
подмножеств X=Xj, Xj, (i,j)[Xi  Xj=]. 

Каждое подмножество элементов Xj помещается в контейнер Qj. Q={Qj|j 1,2,…,H} – 
множество контейнеров, в которые распределено множество элементов X. 
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Пусть имеется некоторое решение задачи одномерной упаковки.  
Суммарный вес Wj подмножества элементов Xj, назначенных в контейнер Qj. 

Wj  ∑ wi, для {i|xiXj}.                                                (1) 
Задается максимально допустимый суммарный вес D элементов, назначенных в ка-

ждый контейнер Qj: Wj≤D. Обозначим как δj=D - Wj остаток (незаполненный объем) кон-
тейнера Qj. Тогда  =∑j δj  ‒ суммарный остаток объема (веса) множества контейнеров Q.  

Цель оптимизации – минимизация числа контейнеров H.   
Для увеличения однородности ландшафта целевой функции и уменьшения резких 

перепадов ее значений в процессе поиска в пространстве решений авторами предложен 
двухуровневый композитный критерий F, включающий два показателя: (H ‒ число кон-
тейнеров), ( ‒ суммарный остаток веса H контейнеров). Критерий оптимизации: 

F=H+,                                                           (2) 
где  и  ‒ коэффициенты пропорциональности. 

Цель оптимизации – минимизация F.  
В отличие от большинства критериев многокритериальной оптимизации, показате-

ли H и  композитного критерия F не находятся в состоянии конфликта. Напротив, 
улучшение значения одного из них способствует улучшению значения другого.   

Рассмотрим стандартную процедуру упаковки [2]. 
Дан упорядоченный, некоторым образом, список <X> элементов для упаковки. 

Первый элемент x1 списка <X> включается в контейнер Q1. Элементы x2,…,xn рас-
сматриваются в порядке их индексов: рассматриваемый элемент упаковывается в теку-
щий контейнер Qj, если не происходит переполнения контейнера; в противном случае он 
упаковывается в новый контейнер Qj+1, который становится текущим. Временная слож-
ность алгоритма O(n). Очевидно, что существует такая последовательность элементов в 
списке, при которой решение задачи упаковки будет оптимальным. Таким образом, ре-
шение задачи упаковки сводится к нахождению упорядоченного списка <X>, используе-
мого стандартной процедурой упаковки. 

В результате декодирования, с помощью рассмотренной выше процедуры, список X пред-
ставляется в виде упорядоченной последовательности списков Xj. <X>=<X1, X2, X3,…, XH >, где 

Xj множество элементов, упакованных в контейнер Qj. 
Декодирование производится путем последовательного просмотра кода решения 

(вектора X), в соответствии с вышеприведенной процедурой. 
Отметим, что порядок, в котором расположены элементы, входящие в состав одного 

контейнера Qj, а также порядок, в котором списки Xj расположены в векторе <X> не из-
меняет сущности решения.   

Недостаток этого подхода заключается в том, что перестановка пары вершин, вхо-
дящих в один список Xj, и перестановка списков Xj в одном списке X приводит к увели-
чению пространства поиска и к повышенным затратам при поиске решения.  

Пусть имеется некоторое решение задачи одномерной упаковки: список 

<X>=<X1, …, XH>, <X>=Xj, Xj,  |Xj|=nj, (i,j)[XiXj = ]. Элементы каждого спи-
ска Xj упакованы в одном контейнере Qj. Поскольку порядок расположения сформиро-
ванных подмножеств Xj в составе списка <X>, и порядок, в котором элементы каждого 
подмножества Xj, расположенные в контейнере Qj, не имеют значения, то одному коду 
решения будет соответствовать число списков P, равное (H!)∙Пj(nj!), где (H!) – количест-
во комбинаций взаимного расположения списков Xj в составе общего списка <X>. 

nj! – количество комбинаций взаимного расположения nj элементов списка Xj. 
В связи с этим при поиске решения актуальна проблема синтеза и просмотра только 

одного списка, соответствующего одному конкретному решению (одному коду). 
Структура упорядоченного кода. В работе предложена структура упорядоченного 

кода <R>=<<X1>,<X2>, …, <XH>>. R=Xj, Xj,  |Xj|=nj, (i,j)[XiXj = ] упаковки 
одномерных элементов в одинаковые контейнеры главное достоинство которого заклю-
чается в том, что одному решению упаковки соответствует один код и наоборот. 
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Упорядоченный список <R> обладает следующими свойствами: 
 Пусть Аj первый элемент списка <Xj>. 
 Первый элемент А1 списка <R>имеет максимальный вес среди всех элементов 

списка <R>. 
 Списки <Xj>в составе общего списка R упорядочены таким образом, что первые 

элементы Аj всех списков <Xj> упорядочены  в составе списка R по убыванию веса. 
 В каждом списке <Xj> элементы xi, начиная со второго, упорядочены по убыва-

нию веса. 
 Построение упорядоченного списка <R>, обладающего перечисленными выше 

свойствами, выполняется последовательно на базе опорного упорядоченного 
вектора X*

 с динамически изменяемым составом. 
 Элементы исходного опорного списка X для упаковки упорядочиваются по убы-

ванию весов, т.е. wi-1 > wi..  X
*
 ‒ упорядоченное множество X. Например:  

X
*
 <х1, х2, х3, х4, х5, х6, х7, х8, х9, х10, х11, х12>. 

W=<8, 7, 6, 6, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 2, 1>. 
 Формирование упорядоченного списка элементов <R> производится по очереди 

путем последовательного формирования списков <Xj>. 
 Очередной, начиная с первого, список <Xj> элементов формируется путем по-

следовательного заполнения контейнера Qj до упора.   
 Формирование каждого списка <Xj> включает две стадии.  
Назовем разницу между предельным весом контейнера и суммарным весом упа-

кованных в контейнере элементов остатком δj. Обозначим, как X
*
Т и RТ текущие в про-

цессе поиска состояния (состав) векторов X
*
 и <R>. Начальные текущие состояния 

X
*
Т=<x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12>. RТ = . 

На первом шаге S1 этапа формирования очередного списка <Xj> выбирается первый 
A1, от начала, ненулевой элемент x

*
  опорного вектора X

*
Т.  A1=x

*. Определяется вес 
w

*элемента x
*. Элемент x

* размещается в первой позиции списка <Xj>и исключается из 
списка X*

Т. Рассчитывается вес остатка δj=D-w
* объема контейнера Qj. 

На втором шаге этапа формирования <Xj> формируется список XO элементов xi та-
ких, что каждый из них может быть добавлен в контейнер Qj (в состав списка <Xj>) без 
его переполнения, т.е. wi≤δj. Далее на каждом из последующих шагов, начиная с первого, 
случайным образом, выбирается  элемент xiXO, который включается в список <Xj> и 
список RТ, а затем исключается из списка X*

Т. Рассчитывается остаток δj=Oj-w
* контейне-

ра Qj, формируется новый список XO.    
Если XO ≠, то повторяются действия, связанные с выбором элемента xiXO, для 

включения его в список Xj и список RТ. 
Если XO=, то процесс заполнения контейнера Qj (формирования списка Xj) завер-

шается.  
Ниже приведен пример формирования списков <Xj> на базе описанных выше век-

торов X*
Т и W. 

Список обозначений. 
X <х1, х2, …, хn> ‒ исходный список элементов. 
X

*
 ‒ упорядоченный по убыванию веса опорный список элементов множества X. 

<Xj> ‒ упорядоченный код упаковки контейнера Oj. 
<Rk > ‒ построенный агентом zk. упорядоченный код упаковки множества элемен-

тов X в одинаковые контейнеры, X*
Т и RТ текущие состояния векторов X

*
 и R.  

={Rk|i 1,2,…,nk} ‒ набор кодов, построенных популяцией агентов Z на итерации 
Z={zk|k 1,2,…,nz} ‒ популяция агентов. 

k ‒ номер агента. 
l ‒ номер итерации. 
Пусть X

*
 <х1, х2, х3, х4, х5, х6, х7, х8, х9, х10, х11, х12>. 

          W=<8,   7,  6,  6,  5,  4,  4,  3,  3,   3,   2,   1>. 
          D=13.   
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(j=1). 
S1. Выбор 1 элемента A1=x1 в X*

Т. w1=8.   
Расчет остатка O1=D - w1=13-8=5.  
Формирование XO <х5, х6, х7, х8, х9, х10, х11, х12>.  
S2. Случайный выбор элемента хi  в XO: х5. 
w5=5, O2 = O1-w5 =5-5=0. δj =0. 
Включение x1, x5 в RТ= <x1, x5 >.   
Удаление x1, x5 из X

*
Т. j=j+1. 

X
*
Т= <x2, x3, x4, x6, x7, x8, x9, x10, x11, 12>. 

(j=2). 
S1. Выбор 1 элемента Aj=x2 в XТ. w2=7.   
Расчет остатка O1=D-w2=13-7=6.  
Формирование XO <х3, х4, х6, х7, х8, х9, х10, х11, х12>.  
S2. Случайный выбор элемента хi в XO: х3. 
w3=6, O2 = O1-w3 =6-6=0. δj =0 
Включение x2, x3 в RТ=<x1, x5, x2, x3 >.  
Удаление x2, x3 из XТ.  j=j+1. 
X

*
Т = <x4, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12>. 

(j=3). 
S1. Выбор 1 элемента Aj= x4 в X*

Т.  w4=6. 
Расчет остатка O1=D-w4=13-6=7.  
XO <х6, х7, х8, х9, х10, х11, х12>. 
S2. Случайный выбор элементов хi в XO: х8, х6. 
w8=3, O2 = O1-w8 =7-3=4.      
w6=4, O3 = O2-w6= 4-4=0. δj =0.  
H х4, х8, х6. Упорядоченный H <х4, х6, х8>.  
Включение H в RТ=<x1, x5, x2, x3, х4, х6, х8>.  
Удаление x4, x6, v8 из X

*
Т.  j=j+1. 

X
*
Т= <x7, x9, x10, x11, х12>. 

(j=4). 
S1. Выбор 1 элемента A1= x7 в X*Т. w7=4.   
Расчет остатка O1=D – w7=13-4=9.  
XO < х9, х10, х11, х12>. 
S2. Случайный выбор элементов в XO: х10, х9, х12, х11. 
w10=3, O2 = O1-w10=9-3=6.   
w9=3, O3 = O2-w9 =6-3=3. w12=1, O4 = O3-1=3-1=2. 
w12=1, O4 = O3-1=3-1=2. 
w11=2, O5 = O4-w11=2-2=0. δj =0. 
H  х7, х10, х9, х12, х11. Упорядоченный H  <х7, х9, х10, х11, х12>. 
Включение H в RТ. 
RТ=<x1, x5, x2, x3, х4, х6, х8, x7, x9, х10, x11, х12>.  
Удаление x7, x9, x10, x11, x12 из X

*
Т.  

X
*
Т= < >. R=R(j). δj=0. 

Если X*
Т=, то конец формирования упорядоченного списка. 

Сформированный код имеет вид: 
    R=< x1, x5, x2, x3, х4, х6, х8, x7, x9, х10, x11, х12 >.  
    W=<8   5   7   6    6   4   3   4   3     3    2     1>. 
    X1=<8   5>, X2=<7, 6>, X3=<6, 4, 3>, X4=<4, 3, 3, 2, 1>.   δ =0.                                            
Решение задачи одномерной упаковки в одинаковые контейнеры методом му-

равьиной колонии. В качестве модели пространства поиска решений задачи одномер-
ной упаковки в одинаковые контейнеры используется полный граф G(X,U), где U – мно-
жество всех ребер полного графа, связывающих множество вершин x, соответствующих 
множеству элементов. X={xi|i 1,2,…,nx}. U={uiv|i 1,2,…,nx; v 1,2,…,nu; nx=nu}. uiv ‒ ребро 
графа G, связывающее вершины xi и xv. (iv)[(xi∈X)&(xv∈X)&(uivU]. 
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Задача одномерной упаковки сводится к задаче разбиения множества вершин X 
полного графа решений G(X,U) на минимальное число H упорядоченных подмножеств 
XjX, с ограничениями на суммарный вес вершин каждого Xj. Wj≤D. Wj, фактически явля-
ется суммарным весом элементов, упакованных в контейнер. 

Основной процедурой, при формировании упорядоченного кода R является про-
цедура формирования упорядоченного списка Xj элементов, упаковываемых в одном 
контейнере Oj. 

Каждый агент zk популяции Z формирует упорядоченные списки Xjk, входящие в со-
став кода упаковки Rk, по очереди. Авторами предлагаются три подхода к решению по-
ставленной задачи. 

Первый подход предусматривает формирование, на базе списков W и X, общего 
упорядоченного кода <R> упаковки путем последовательного формирования по очереди, 
начиная с первого, упорядоченных списков Xj, с минимизацией показателя δj=D-Wj, δj≥0, 

X=Xj, Xj, (i,j)[XiXj =]. δj ‒ остаток (не заполненная часть контейнера Oj).  
δj min.  j – порядковый номер в очереди списков Xj. 

Критерий оптимизации задачи упаковки ‒ показатель H, находится во взаимной за-
висимости (корреляционной связи) с результатами формирования упорядоченных спи-
сков Xj, определяется как сформированное число H списков Xj.  

Второй подход заключается в последовательном формировании упорядоченного 
кода общего решения с минимизацией показателя H ‒ числа контейнеров.  

Третий подход заключается в формировании упорядоченного кода общего решения 
с иерархической минимизацией H путем формирования последовательности упорядочен-
ных списков Xj с минимизацией показателя δj. Процесс поиска решений муравьиным ал-
горитмом итерационный.  

На каждой итерации алгоритм упаковки имеет многостадийную структуру. Стадии 
выполняются последовательно одна за другой, начиная с первой (рис. 1). Каждая стадия 
Сk включает процедуры, выполняемые агентом zk. Число стадий равно числу агентов в 
популяции плюс заключительная стадия итерации. Основная задача, решаемая конструк-
тивным алгоритмом на стадии Сk, заключается в построении кода Rk упаковки множества 
элементов X в одинаковые контейнеры. На каждой стадии Сk формируется набор 
Rk={Xjk|j=1,2,..nj} упорядоченных кодов списков Xjк вершин графа G. Стадия делится на 
периоды (рис. 2) по числу nj формируемых агентом zk списков Xjк. Период делится на эта-
пы (рис. 3). 

{Иl}→{С1, С2, …, Сk, …, Сзакл}; Сk →{П1k, П2k, … Пjk, … }; Пjk →{Э1jk, Э2jk, Э3jk}. 
И – итерация; С – стадия; П – период; Э – этап. 
На каждом периоде Пjк последовательно по этапам решаются следующие задачи: 

агент zk конструктивным алгоритмом формирует набор Rk, |Rk|=H упорядоченных спи-
сков Xjк одномерной упаковки в одинаковые контейнеры; рассчитываются оценки fjk упа-
ковки каждого контейнера Oj элементами списка <Xjк>; рассчитывается количество λjk 
феромона, пропорциональное оценке fjk; рассчитывается оценка k ∑ i(fjk) одномерной 
упаковки множества элементов X в H одинаковых контейнеров; производится отложение 
феромона на ребрах графа G, соответствующих списку Xjк в ячейки накопительной мат-
рицы памяти E ||εiv||nn второго уровня. После формирования всеми агентами zk популя-
ции Z упорядоченных списков Rk феромон, накопленный в E ||εiv||nn, добавляется в ос-
новную матрицу памяти Φ=||φiv||nn первого уровня.  

Для каждого Rk рассчитывается общий показатель Fk качества упаковки множества 
элементов X={xi|i 1,2,…,n}.  

Заключительная операция на итерации – испарение феромона на ребрах графа G и 
фиксация zk c лучшим Fk. 
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Рис. 1. Схема реализации блока процедур «Стадия» 

  

Рис. 2. Схема реализации блока «Период» Рис. 3. Схема реализации блока «Этап» 

Алгоритм одномерной упаковки на основе метода муравьиной колонии. Струк-
турная схема алгоритма одномерной упаковки на основе метода муравьиной и представ-
лена на рис. 4. 

Фиксируются исходные данные. 
X={xi|i 1,2,…,n} – исходный список элементов. 
Параметры:  
nl – число итераций; 
nk – число агентов популяции; 
D – предельный вес контейнера; 
W={wi|i 1,2,…,n} – вес элементов. 
Формируется начальное состояние базы данных муравьиного алгоритма.  
В соответствии с методикой, вышеизложенной на примере, случайным образом 

формируется исходное множество ={Rk|k 1,2,…,nk} упорядоченных кодов упаковки. 
Рассчитываются оценки решений, соответствующих сформированным кодам. Для каждо-
го решения упаковки, соответствующего коду Rк, рассчитывается количество феромона, 
которое откладывается в ячейках основной матрицы памяти Φ=||φiv||nn. 

Агенты обладают памятью. 
Приводится в начальное состояние память агента zk:  
Элементам накопительной матрицы E ||εiv||nn, присваивается нулевое значение. 
j=1.  X*

Т =X
*.   RT=. Xj =. X*

Т  
В начале каждой итерации l формируется: опорный упорядоченный вектор 

X
*
=<xi|i 1,2,…,n|wi wi+1>. k=1. На каждой итерации l на стадии Сk агентом zk последова-

тельно решается задача формирования набора Rk={Xjk|j=1,2,..nj} упорядоченных списков 
Xjk каждый из которых является кодом упаковки соответствующего контейнера Oj. 
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Рис. 4. Структурная схема алгоритма одномерной упаковки в одинаковые контейнеры 

Задача формирования упорядоченного списка Xjk, являющегося кодом упаковки 
контейнера Oj, решается агентом zk на каждом периоде Пjk, стадии Сk. Число списков рав-
но числу периодов. 

Необходимо упаковать элементы в минимальном количестве Hk контейнеров, т.е. 
множество X разбить на Hk непустых и непересекающихся подмножеств Xjk таких, что 
каждое подмножество элементов Xjk помещается в контейнер Qj без переполнения. 

Отметим, что число Hk контейнеров определяется только после того, как все эле-
менты будут распределены по контейнерам.  

Каждый список <Xjk> формируется путем последовательной упаковки Oj.  
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Поиск решения задачи упаковки контейнера Oj (формирование списка Xjk) осущест-
вляется агентом zk на полном графе G(X,U), где Х – множество вершин, соответствующих 
множеству элементов. |X|=n, U –множество ребер графа G. 

Моделирование поведения агентов в задаче упаковки контейнера связано с исполь-
зованием эволюционной памяти, фиксируемой двумя матрицами памяти Φ=||φiv||nn и 
E ||εiv||nn. 

Отражение коллективной эволюционной памяти в течение жизни популяции Z аген-
тов осуществляется путем «откладывания» феромона на множестве ребер U графа G. 

На начальном этапе во всех ячейках матрицы Φ откладывается одинаковое (не-
большое) количество феромона Ф/v, где v=|U|. Параметр Ф задается априори. 

Существующая каноническая парадигма муравьиного алгоритма предполагает по-
строение маршрута в графе поиска решений G. В отличие от канонической парадигмы 
авторами предлагается концепция, заключающаяся в том, что целью агента zk является 
формирование на графе поиска решений G(X,U) набора Rk упорядоченных списков Xjk, 
отвечающих требованиям: элементы каждого списка упорядочены по убыванию веса wi  

вершин множества Xjk; первый элемент множества Xjk имеет максимальное значение; 
суммарный вес Wjk множества вершин Xjk меньше D, Wjk ≤D; а остаток δjk =(D-Wjk) имеет 
минимальное значение. Wjk  ∑ wi для {i|xiXjk}, XjkX, |Xjk|=njk. 

Формирование упорядоченных списков. На первом этапе Э1jk очередного периода 
Пjk агент zk конструктивным алгоритмом формирует упорядоченный список <Xjk> вер-
шин графа G. Каждый список <Xjk> включает элементы, для упаковки в контейнере Oj. 

Последовательное формирование упорядоченного списка <Xjk> производится по 
шагам, путем включения на каждом шагe t элемента xi∈XO(t) в Qj. 

Пусть X
*

T – множество вершин, соответствующих еще не упакованным элементам.  
На первом шаге t=1, выбирается первый ненулевой элемент xi в списке X*

T, который 
включается в состав формируемых списков <Xjk> и RT и исключается из списка X*

T.  
На каждом последующем шаге, начиная с t=2 определяется множество ek(t) элемен-

тов xi, включенных в состав <Xjk(t)>. 
Определяется суммарная стоимость Wjk(t) элементов множества ek(t). 
Формируется множество вершин XO(t)X

*
T, соответствующих еще не упакованным 

элементам, таких, что если xiXO(t), то элемент xi может быть помещен в контейнер Qj 
без переполнения, т.е. без превышения ограничения на вес. (Wjk(t)+wi) ≤ D. 

Если X0(t), то агент zk просматривает в качестве кандидатов все вершины 
xiX0(t). 

Для каждой вершины xiX0(t) определяется множество ребер UieU, связывающих xi 

с множеством элементов ek(t). Рассчитывается параметр ik(t) – суммарный уровень фе-
ромона в ячейках матрицы памяти Φ=||φiv||nn, соответствующих ребрам UieU графа G, 
связывающих xi с вершинами множества ek(t). 

Вероятность Pijk включения вершины xiX0(t) в список Xjk(t) определяется следую-
щим соотношением: 

Pijk=ik(t) ∕ Σi(ik(t)) (i|xiX0(t)).                                            (3) 
Агент zk с вероятностью Pijk выбирает одну из вершин xiX0(t), которая включается  

в список <Xjk(t)>.  <Xjk(t+1)>=<Xjk(t)∪xi>. t =(t+1). 
Для сформированного списка <Xjk> рассчитывается остаток δjк упаковки контейне-

ра Oj и оценка fjk упаковки Oj множеством элементов списка <Xjk>. 

fjk =∙δjк ∕D,                                                               (4) 
где  ‒ коэффициент пропорциональности  

Организация эволюционной памяти. Запоминание оценки решения соответствует 
процедуре отложения феромона на модели (ребрах графа) в количестве пропорциональ-
ном оценке решения. В работе используется циклический (ant-cycle) метод муравьиных 
систем. В этом случае феромон в полном объеме откладывается на ребрах графа G после 
полного формирования решений всеми агентами на каждой итерации [13]. Для хранения 
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интегральных оценок решений используется двухуровневая структура эволюционной 
памяти в виде двух матриц: накопительная E ||εiv||nn, и основная матрицы памяти 
Φ=||φiv||nn. 

На каждой итерации в процессе работы алгоритма агентами для последовательного 
накопления феромона за итерацию используется матрица E ||εiv||nn, где εiv суммарное 
количество феромона, отложенного всеми агентами за одну итерацию на ребре uiv графа 
G. В начале каждой итерации элементам накопительной матрицы E ||εiv||nn, присваива-
ется нулевое значение.   

Для хранения феромона, накопленного всеми агентами на итерации в процессе ра-
боты алгоритма, используется матрица памяти Φ=||φiv||nn, где φiv количество феромона, 
отложенного агентами на ребре uiv графа G. (iv)[(xi∈X)&(xv∈X)&(uivU]. 

На втором этапе Э2jk периода Пjk стадии Сk текущей итерации на множестве вершин 
<Xjk(t)> графа G формируется полный подграф Gjk=(Xjk, Ujk), и определяется множество 
Ujk ребер uivUjk подграфа Gjk.   GjkG,  <Xjk>X,  Ujk U. ujvUjk. 

На третьем этапе Э3jk периода Пjk рассчитывается количество λjk феромона, пропор-
циональное оценке fjk    упаковки списка <Xjk>. 

λjk = ∙Qfjk.   λjk =∙Ф/fjk,                                                      (5) 
где  ‒ коэффициент пропорциональности  

Ф – общее количество феромона, откладываемое агентом zk на ребрах полного под-
графа Gjk, fjk – оценка списка <Xjk>, полученного агентом zk на l-ой итерации. Чем меньше 
fjk, тем больше феромона откладывается на ребрах Ujk подграфа Gjk и, следовательно, тем 
больше вероятность выбора этих ребер при формировании <Xjk> на следующей итерации.  

Феромон в количестве λjk откладывается в ячейках накопительной матрицы E ||εiv||nn, 
соответствующих множеству Ujk ребер полного подграфа Gjk=(Xjk, Ujk) графа G. 

(uiv)[uiv∈Ujk)&[εiv εiv + λjk]. 

Каждый раз после формирования агентом zk упорядоченного списка<Xjk> производится 
расчет параметров δjк, fjk, λjk, после чего на каждом ребре полного подграфа Gjk=(Xjk, Ujk) графа 
G «откладывается» феромон в количестве λjk. 

В работе используются три методики учета результатов решения задачи упаковки. 
При первом методе. 
Агент на первом этапе после формирования каждого <Xjk>, каждый раз после фор-

мирования агентом zk <Xjk>: 
 рассчитываете оценка fjk упаковки контейнера Oj элементами множества <Xjk>; 
 рассчитывается количество λjk=∙Q/fjk феромона, пропорциональное оценке fjk 

упаковки списка <Xjk>; 
 определяется множество Ujk ребер uivUjk полного подграфа Gjk=(Xjk, Ujk) графа 

G, GjkG, построенного на множестве вершин <Xjk>.  
 феромон в количестве λjk откладывается в ячейках накопительной матрицы 

E ||εiv||nn, соответствующих множеству Ujk ребер полного подграфа Gjk=(Xjk, Ujk) 
графа G. 

(uiv)[uiv∈Ujk)&[εiv εiv+λjk]. 

При втором методе после формирования на итерации l агентом zk упорядоченного 
списка Rk={Xjk|j=1,2,..,nj}: 

 фиксируется число H=nj упакованных контейнеров;  
 формируется множество ребер Uk =Uj; 
 определяется количество феромона к=H, которое откладывается на ребрах 

полных подграфов Gjk . 
В работе предагаются три подхода учета результатов решения задачи упаковки. 
При первом подходе феромон откладывается совместно по первой и второй мето-

дикам.  
При втором подходе феромон откладывается только по первой методике.  
При третьем подходе феромон откладывается только по второй методике.  
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После формирования на итерации l агентом zk упорядоченного списка 
Rk={Xjk|j=1,2,..nj} фиксируется число H=nj упакованных контейнеров определяется коли-
чество феромона к=H, которое дополнительно откладывается на ребрах полных под-
графов Gjk. 

Для хранения феромона, накопленного агентами на итерации в процессе работы ал-
горитма, используется матрица памяти Φ=||φiv||nn, где φiv количество феромона, отло-
женного агентами на ребре uiv графа G. (iv)[(xi∈X)&(xv∈X)&(uivU]. 

После формирования на итерации всеми агентами zk популяции Z упорядоченных 
списков ={Rk|k 1,2,…,nk} феромон, накопленный в E ||εiv||nn, добавляется в основную 
матрицу памяти Φ=||φiv||nn.   uiv[iv=iv + εiv].  

Для каждого Rk рассчитывается общий показатель качества Δk=∑jδjк упаковки мно-
жества элементов X={xi|i 1,2,…,n} и фиксация zk c лучшим H. 

На заключительной стадии итерации осуществляется испарение феромона на реб-
рах графа G в соответствии с формулой: 

uiv[iv=iv (1- ρ)],                                                    (6) 
где ρ – коэффициент обновления. 

Далее осуществляется переход на следующую итерацию. 
Заключительная операция на итерации – испарение феромона на ребрах графа G  

(в соответствующих ячейках памяти Φ=||φiv||nn). После выполнения всех действий на 
итерации находится агент с лучшим решением, которое запоминается. 

Временная сложность этого алгоритма зависит от времени жизни колонии l (число 
итераций), количества вершин графа n и числа муравьев m, и определяется как O(l∙n

2
∙m).  

Второй и третий подходы отличаются способами учета критериев оптимизации. 
При втором подходе, как и при первом минимизируется суммарный остаток Δk=∑jδjк упа-
ковки множества элементов X={xi|i 1,2,…,n} и минимизируется число контейнеров H. 
Производится двойное отложение феромона. Первое связано с отложением феромона на 
ребрах каждого подграфа Gjk, построенного на множестве вершин <Xjk> в количестве 

пропорциональном остатку δjк. Второе связано с отложением феромона в количестве 

пропорциональном числу контейнеров H на ребрах полного подграфа Gk, построенного 
на множестве вершин Rk={Xjk|j=1,2,..nj} – кода упаковки, построенного. агентом zk. 

Экспериментальные исследования. Для получения и исследования оптимальных 
и квазиоптимальных решений задачи одномерной упаковки был разработан программ-
ный комплекс. Основным способом исследования является запуск приложения на из-
вестных тестовых примерах – бенчмарках. 

В окне, показанном на рис. 5, настраиваются параметры муравьиного алгоритма: 
число итераций, число муравьев, коэффициент испарения, начальный феромон и макси-
мальный феромон. Степень завершения тестирования отображается Δ в окне, изображен-
ном на рис. 6. 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 5. Окно муравьиного алгоритма 
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Рис. 6. Окно результатов тестирования 

Временная сложность для алгоритма в целом составляет O(m∙l∙n
2
), где n – число 

вершин (элементов), m – число муравьев, l – время жизни колонии.  
На рис. 7 представлена экспериментальная зависимость времени работы алгоритма 

от числа элементов n. По оси времени – время работы для 8  муравьев и 1   итераций.  
 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7. Зависимость времени работы алгоритма от числа элементов 

В качестве исследуемых параметров были выбраны следующие параметры муравь-
иного алгоритма: число муравьев m, коэффициент испарения k, отношение начального 
уровня феромона к максимальному феромону муравья γ. На рис. 8 представлены экспе-
риментальные графики. Испытания проводились на группе равномерных бенчмарок, 
описанных в работе Э. Фалкенауэра [15].  

По оси ординат всех графиков (рис. 8) отложена величина μ – это среднее относи-
тельное отклонение от минимального значения качества решения. 

    
 

 
 

       

    
      

   .                                            (7) 

График на рис. 8,а построен при коэффициенте испарения k  .7. Из него видно, что 
наименьшее количество муравьев, которое позволяет алгоритму находить качественное 
решение, находится в пределах 7 –80.  γ – это отношение начального уровня феромона к 
максимальному значению феромона муравья.  

Оптимальное значение коэффициента испарения равно  .9, это видно на графике, 
изображенном на рис. 4,в. Этот график построен при m 8  и γ=0.01.  

При найденных оптимальных параметрах был построен график сходимости, изо-
браженный на рисунке 4г. Из него видно, что решение, отличающееся от минимального 
не более чем на  ,2%, находится в среднем за 15 -16  итераций. 
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      а – график зависимости  от m                                     б – график зависимости  от γ 

 
           в – график зависимости  от k                 г – график сходимости – зависимости  от l  

Рис. 8. Исследование параметров  

Для сравнения разработанного алгоритма с другими известными методами автора-
ми было выбрано несколько групп бенчмарок из различных источников: H1, H2, H3, 
U120, U250, U500, U1000, T60, T120, T249, T501 [15]. 

В табл. 1 ABP сравнивается с алгоритмом BISON [16]. Сравниваемые параметры:  
 «Nмин.» ‒ число бенчмарок в наборе, для которых найдено минимальное ре-

шение; 
 «Δ(%)» ‒ среднее отклонение результата от лучшего значения; 
 Tср ‒ среднее время, затраченное на одну бенчмарку. 
Как видно, разработанный алгоритм эффективнее почти по всем параметрам, про-

игрывает только по времени выполнения набора данных Н1. 
Таблица 1 

Сравнение с алгоритмом BISON 

Тестовый набор АBP BISON 
мин. Δ(%) Tср Nмин. Δ (%) Tср 

H1 (720) 709 1,57 43 597 2,38 32 
H2 (480) 458 2,1 15 273 4,94 16 
H3 (10) 4 4,68 15 1 5,85 18 

В табл. 2 алгоритм АBP сравнивается с HGGA [15] и MTP [17]. В сравнении с MTP 
алгоритм АBP работает намного лучше как по времени, так и по качеству. Муравьиный 
алгоритм оказался быстрее генетического алгоритма HGGA, хотя немного уступает ему 
по качеству. 
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Таблица 2 
Сравнение с алгоритмами HGGA и MTP 

Тестовый набор АBP HGGA MTP 
Δ (%) Tср Δ(%) Tср Δ(%) Tср 

U120 (20) 0,2 30 2,3 31 2,5 30 
U250 (20) 2,2 37 2,5 33 2,9 29 
U500 (20) 0,4 33 2,8 35 3,1 30,5 

U1000 (20) 0,5 29 3.0 39 3,4 23 
T60 (20) 1,1 36 3,2 37 4.0 31 

T120 (20) 0,4 33 2.5 29 3,3 23 
T249 (20) 0,7 31 2.4 28 3,0 28 
T501 (20) 1,2 30 2.4 36 2,9 26 

Проведено сравнение разработанного алгоритма с приближенными алгоритмами 
FFD, BFD, WFD для наборов данных Н1, Н2 и Н3 [17]. 

Все три приближенных алгоритма уступают муравьиному по качеству, хотя позво-
ляют получать решение за более короткий промежуток времени. При найденных опти-
мальных параметрах был построен график сходимости. Решение, отличающееся от ми-
нимального не более чем на  ,2%, находится в среднем за 15 -16  итераций.  

В результате экспериментов было установлено, что показатели качества ABP имеют 
более высокие значения чем в работах, представленных в литературе [18–20]. По сравне-
нию с существующими алгоритмами достигнуто улучшение результатов на 3-5%. 

Временная сложность алгоритма ABP, полученная экспериментальным путем, 
практически совпадает с теоретическими исследованиями и для рассмотренных тестовых 
задач составляет (ВСА ≈ О(n

2
)). 

Заключение. Исходя из анализа решений, получаемых алгоритмами упаковки, по-
строенными на различных метаэвристиках и эвристиках, было установлено, что боль-
шинство из них может быть улучшено. На основании этих выводов была разработана 
новая композитная поисковая архитектура алгоритма для решения задачи одномерной 
упаковки в одинаковые контейнеры.  

В работе предложена структура упорядоченного кода <R> упаковки одномерных 
элементов в одинаковые контейнеры главное достоинство которого заключается в том, 
что одному решению упаковки соответствует один код и наоборот. 

Разработан алгоритм построения агентом zk. упорядоченного кода упаковки множе-
ства элементов X в одинаковые контейнеры. Это позволило значительно уменьшить вре-
менную сложность алгоритма упаковки и увеличило на порядок размерность решаемых 
задач, что востребовано при решении распределительных задач. Для хранения инте-
гральных оценок решений используется двухуровневая структура эволюционной памяти 
в виде двух матриц: накопительная E ||εiv||nn, и основная матрицы памяти Φ=||φiv||nn.  

Наличие двухуровневой структуры эволюционной памяти позволяет распараллели-
вать поиск решения. Агенты роя на каждой итерации параллельно формируют решения, 
опираясь на фиксированную основную память Накопленную информацию, отражающую 
оценки решений и степени приспособленности значений управляющих операторов, аген-
ты вносят в основную память после выполнения итерации. 

На основе модернизированной метаэвристики муравьиного алгоритма разработана 
иерархическая реконфигурируемая структура алгоритма одномерной упаковки в одина-
ковые контейнеры. Процесс поиска решений муравьиным алгоритмом итерационный.  
На каждой итерации алгоритм упаковки имеет многостадийную структуру. Стадии вы-
полняются последовательно одна за другой, начиная с первой. Каждая стадия Сk включа-
ет процедуры, выполняемые агентом zk. Число стадий равно числу агентов в популяции 
плюс заключительная стадия итерации. Основная задача, решаемая конструктивным ал-
горитмом на стадии Сk, заключается в построении кода Rk упаковки множества элементов 
X в одинаковые контейнеры. На каждой стадии Сk формируется набор Rk упорядоченных 
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списков Xjк вершин графа G. Стадия делится на периоды по числу nj формируемых аген-

том zk списков Xjк. Период делится на этапы. Такой подход позволяет производить ре-

конфигурацию архитектуры алгоритма с учетом специфики решаемой задачи.  

Для увеличения однородности ландшафта целевой функции и уменьшения резких 

перепадов ее значений в процессе поиска в пространстве решений авторами предложен 

двухуровневый композитный критерий F, включающий два показателя: (H-число кон-

тейнеров), (-суммарный остаток веса контейнеров). Критерий оптимизации – 

F=H+, где  и  ‒ коэффициенты пропорциональности. Цель оптимизации – мини-

мизация F. В отличие от большинства критериев многокритериальной оптимизации, по-

казатели H и  композитного критерия F не находятся в состоянии конфликта. Напротив, 

улучшение значения одного из них способствует улучшению значения другого. 

Для сравнения разработанного алгоритма с известными методами авторами исполь-

зовались несколько групп бенчмарок. В сравнении с поисковыми алгоритмами BISON, 

HGGA и MTP алгоритм АСО работает лучше как по времени, так и по качеству. 

Все три приближенных алгоритма FFD, BFD, WFD уступают муравьиному по каче-

ству, хотя позволяют получать решение за короткий промежуток времени.  

По сравнению с существующими алгоритмами достигнуто улучшение результатов 

на 3-5%. 
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И.Е. Моисеенко, С.П. Тарасов, И.И. Турулин  

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ И ОСОБЕННОСТЕЙ ПРАКТИЧЕСКОЙ 

РЕАЛИЗАЦИИ ФИЛЬТРОВ ХОГЕНАУЭРА КАК РЕКУРСИВНЫХ ЦИФРОВЫХ 

ФИЛЬТРОВ С КОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Рассматриваются вопросы устойчивости каскадных интегратор-гребенчатых (CIC – cascade 

integrator-comb) фильтров, используемых в цифровой обработке сигналов, в том числе для децимации 

и интерполяции. Проведен краткий обзор современных публикаций, касающихся архитектурной 

оптимизации CIC-фильтров. Основное внимание уделено повышению устойчивости фильтров к 

переполнению разрядной сетки, анализу их устойчивости и методу синтеза рекурсивных  

КИХ-фильтров (фильтров с конечной импульсной характеристикой). Для лучшего понимания при-

роды устойчивости CIC-фильтров в работе приведены математические выкладки, иллюстри-

рующие особенности накопления постоянной составляющей при различных конфигурациях блоков. 

Предложено изменение структуры CIC-фильтра, заключающееся в перестановке блоков инте-

гратора и гребенчатого фильтра. Доказано, что такое изменение предотвращает накопление 

постоянной составляющей сигнала в интеграторах и, следовательно, исключает переполнение 

разрядной сетки вследствие накопления постоянной составляющей в интеграторе. Этот подход 

базируется на свойстве линейных фильтров, согласно которому изменение порядка включения не 

влияет на передаточную функцию. амплитудно-частотную характеристику, но в случае цифро-

вых реализаций позволяет существенно снизить вероятность переполнения. Возможности аппа-

ратной и программной реализации таких структур рассматриваются с точки зрения минимиза-

ции потерь точности и увеличения надежности работы систем цифровой обработки сигналов. 

Предложено использование целых чисел или чисел с фиксированной точкой для устранения накоп-

ления ошибок квантования. Кроме того, была разработана программа на языке Python, реализую-

щая CIC-фильтр с учетом устойчивости к постоянной составляющей во входном сигнале и точ-

ным выполнением операций. Полученные результаты сопоставлены с современными подходами, 

представленными в научных исследованиях последних лет. Предложенные решения могут быть 

полезны при разработке цифровых фильтров для систем с ограниченными вычислительными ре-

сурсами и повышенными требованиями к стабильности.  

CIC-фильтр; Хогенауэр; цифровая обработка сигналов; децимация; импульсная характери-

стика; амплитудно-частотная характеристика; фазочастотная характеристика; Python; ус-

тойчивость фильтров. 
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