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Д.В. Михайлов  

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ИНФОРМАЦИОННОГО 

ГРАФА МЕТОДА ПРОГОНКИ В ПАРАЛЛЕЛЬНУЮ ФОРМУ 

Множество вычислительных задач может быть представлено в виде последова-

тельного информационного графа. В общем случае такой информационный граф не может 

быть приведён к параллельному виду с целью ускорения выполнения его операций. Но в слу-

чае если вершины этого графа обладают свойствами ассоциативности, дистрибутивно-

сти и т.д., такой граф можно преобразовать в параллельно-конвейерную форму. Эти пре-

образования могут быть произведены не только над графами, содержащими элементар-

ные операции – сложение, умножение, логическое И и т.д. – но и над графами, содержа-

щими макрооперации. Одним из примеров таких графов является информационный граф 

решения СЛАУ методом прогонки (методом Томаса). В статье рассмотрено решение для 

трёхдиагональных СЛАУ. Информационный граф метода прогонки состоит из двух час-

тей: прямого хода, в котором выполняется переход от трёхдиагональной формы к двух-

диагональной, и обратного хода, в котором непосредственно вычисляются значения неиз-

вестных. Несмотря на то, что операции, составляющие базовую макрооперацию метода 

прогонки, обладают свойством ассоциативности, простое преобразование графа к пира-

мидальному виду не даст необходимого результата. Необходимо преобразовать базовые 

макрооперации особым образом и изменить то, какие данные на них поступают. После 

этого возможно будет привести граф к пирамидальному виду. Для обратного хода приме-

няется аналогичное преобразование графа и составляющих его базовых подграфов. По-

скольку для того, чтобы начать вычисления в обратном ходе, нам необходимо полное за-

вершение вычислений прямого хода, следует перейти от двух специализированных типов 

вычислительных блоков к одному универсальному, и построить на его основе универсаль-

ную вычислительную структуру. 

Метод прогонки; СЛАУ; последовательный информационный граф. 
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D.V. Mikhailov 

CONVERSION OF THE SEQUENTIAL INFORMATION GRAPH  

OF THE THOMAS ALGORITHM INTO A PARALLEL FORM 

Many computational tasks can be represented in the form of a sequential information graph. 

In the general case, such an information graph cannot be reduced to a parallel form in order to 

speed up the execution of its operations. But if the vertices of this graph have the properties of 

associativity, distributivity, etc., such a graph can be transformed into a parallel-pipeline form. 

These transformations can be performed not only on graphs containing elementary operations - 

addition, multiplication, logical AND, etc. - but also over graphs containing macro operations. 

One example of such graphs is the information graph for solving SLAEs by the sweep method 

(Thomas's method). The article considers a solution for tridiagonal linear systems. The infor-

mation graph of the sweep method consists of two parts: the forward move, in which the transition 

from the three-diagonal form to the two-diagonal form is performed, and the reverse move, in 

which the values of the variables are directly calculated. Despite the fact that the operations that 

make up the basic macro-operation of the sweep method have the property of associativity, a sim-

ple transformation of the graph to a pyramidal form will not give the desired result. It is necessary 

to transform the basic macro operations in a special way and change what data is received on 

them. After that, it will be possible to bring the graph to a pyramidal form. For the reverse move, a 

similar transformation of the graph and its constituent base subgraphs is applied. Since in order to 

start computations in the reverse run, we need to complete the computations of the forward run, 

we should switch from two specialized types of computational blocks to one universal one, and 

build a universal computational structure on its basis. 

Tridiagonal matrix algorithm; system of linear equations; sequential information graph. 

Введение. В современном мире сложность задач, решаемых на вычислитель-

ной технике, постоянно растёт. Компьютерное моделирование природных и ан-

тропогенных процессов, необходимое для прогнозирования, задачи криптографии, 

задачи радиолокации, связанные с управлением в различных системах, поиск по 

базам данных и т.д. – всё это требует громадных вычислительных затрат, которые 

возрастают вместе с ростом требований к скорости получения результатов и их 

качеству. Многие описанные задачи могут быть описаны с помощью последова-

тельного информационного графа. 

В определённых условиях абсолютно последовательные информационные 

графы могут быть приведены к параллельной форме, что позволяет значительно 

сократить общее время выполнения операций в вычислительных системах, соот-

ветствующих этим графам. Подобные преобразования могут быть применены 

также и для случаев, когда операции в вершинах информационного графа пред-

ставляют собой сложную комбинацию элементарных операций. Это может быть 

показано на примере информационного графа решения СЛАУ методом прогонки 

(алгоритмом Томаса). 

Постановка задачи. Метод прогонки применяется для решения систем ли-

нейных уравнений вида Ax = F, равносильных соотношению: 

                     . 

Вычисления производятся в два этапа: на первом этапе, называемом прямым 

ходом, осуществляется переход от трёхдиагональной матрицы, соответствующей 

СЛАУ, к двухдиагональной. 

Коэффициенты B'i и вектор F' задаются формулами 
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На втором этапе (обратный ход) вычисляются корни уравнений системы 

   
   
   

    
           

   
 

Информационный граф прямого хода представлен на рис. 1. 

α α α α<A1, B1, C1>

<A2, B2, C2> <A3, B3, C3>

<A’N, B’N, C’N>

<AN, BN, CN><AN-1, BN-1, CN-1>

 
а 

%
х +

-An B’n-1

<A’n-1, B’n-1, C’n-1> <A’n, B’n, C’n>

<An, Bn, Cn>

α

 
б 

Рис. 1. Информационный граф (а) и подграф (б) прямого хода 

Время выполнения всех операций графа составит 

                        , 

где N – количество строк в СЛАУ, LS – латентность сумматора, LM – латентность 

умножителя, LD – латентность делителя.
 

Предлагаемое решение. Для повышения быстродействия вычислительной 

системы необходимо сократить это значение. Согласно теореме Иванова [1] в слу-

чае, если нам не хватает вычислительного ресурса для реализации всей схемы, 

максимальная эффективность будет достигаться при реализации единственного 

подграфа α (рис. 2), причём глубина обратной связи, охватывающей α будет огра-

ничивать возможность добиться плотного потока данных. Операция сложения 

строк, представляющая собой сложение с весовыми коэффициентами, обладает 

свойством ассоциативности, и очевидным кажется применение преобразований, 

аналогичных преобразованиям графа из ассоциативных операций, чтобы перейти 

от последовательной формы к пирамидальной. Но здесь мы сталкиваемся с про-

блемой: вычисления B' и F' строго последовательны, для вычисления B'i необхо-

димо предварительно вычислить B'i-1 и т.д. В случае произвольного порядка вы-

полнения операций над строками мы не получим сокращения количества коэффи-

циентов, которое является необходимым элементом решения. Следовательно, этот 

способ неприменим. Необходима процедура, позволяющая выполнять операции 

над строками трёхдиагональной матрицы в произвольном порядке. 

α<A1, B1, C1; A2, B2, C2; … AN, BN, CN> <A’1, B’1, C’1; A’2, B’2, C’2; … A’N, B’N, C’N>

 
Рис. 2. Вычислительная структура с обратной связью 
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Как это уже было показано выше в разделе, посвящённом смешанным ин-

формационным графам, с помощью метода автоподстановки возможно добиться 

плотного потока в структурах с обратной связью, при условии, что имеющегося 

оборудования хватит для одновременной обработки нужного количества данных. 

На рисунке 3 показано преобразование графа α
2
, соответствующего формуле 
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т.е. содержащего два подграфа α. На рис. 3 штриховой линией показан критиче-

ский путь графа, определяющий временные затраты на выполнение всех операций 

графа. 
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Рис. 3. Преобразование подграфа, содержащего два подграфа α 

Ниже показаны попарное объединение подграфов α (рис. 4,а), сводящееся к 

соединению подграфов α
2
, и структура подграфа α

2
 (рис. 4,б). 
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α α α α<A1, B1, C1>

<A2, B2, C2> <A3, B3, C3>

α α

<A4, B4, C4> <A5, B5, C5>

<A’N, B’N, C’N>

<AN, BN, CN><AN-1, BN-1, CN-1>

α2
α2 α2

 
а 

α2 %

х +

%

х +

-An B’n-1 -An+1 B’n

<A’n-1, B’n-1, C’n-1> <A’n+1, B’n+1, C’n+1>

<An, Bn, Cn> <An+1, Bn+1, Cn+1>

 
б 

Рис. 4. Информационный граф с объединением подграфов (а) и подграф α
2
 (б) 

С помощью автоподстановки возможно сократить критический путь графа, 

содержащего любое количество подграфов α до одной вершины, выполняющей 

функцию умножения, одной – сложения и ещё одной – деления. Однако затраты 

оборудования при этом значительно возрастают. Также следует отметить, что для 

вычисления каждого B'i необходимо будет организовывать отдельную вычисли-

тельную структуру (поскольку на выходе структуры, содержащей n подграфов α 

мы получим только B'n, но не B'n-1, B'n-2 и т.д.), что увеличит затраты оборудования 

ещё сильнее. 

Таким образом, метод объединения подграфов α и автоподстановки принци-

пиально не решает проблему сокращения времени вычислений. 

Эту проблему удаётся решить в случае, если операции проводятся сразу над 

тремя строками, что позволяет исключить коэффициенты с нечётными номерами и 

нечётные строки матрицы.  

α* %

х

+

%

х

+

хх

%

Bn-1-An

AnBn-1 Cn Bn+1

<An, Bn, Cn, Fn>

<An-1, Bn-1, Cn-1, Fn-1>

<An+1, Bn+1, Cn+1, Fn+1>

<A’n, B’n, C’n, F’n>

 
Рис. 5. Подграф α* 

Подграф α
2
 может быть преобразован в подграф α*, представляющий макро-

операцию, которая может выполняться в произвольном порядке. Однако если ог-

раничиться преобразованием подграфа α
2
 в подграф α* не меняя входных инфор-

мационных вершин, мы не получим ускорения и время выполнения всех операций 

графа составит: 

                          . 
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Причиной этого является сохраняющаяся зависимость вычисления очередно-

го коэффициента от вычисления предыдущего (рис. 6). 

α α α α<A1, B1, C1>

<A2, B2, C2> <A3, B3, C3>

α α

<A4, B4, C4> <A5, B5, C5>

<A’N, B’N, C’N>

<AN, BN, CN><AN-1, BN-1, CN-1>

α* α* α* α*
 

Рис. 6. Граф, состоящий из подграфов α* 

Для ускорения вычислений нам необходимо заменить ещё и входные инфор-

мационные вершины подграфа, добившись информационной независимости каж-

дого подграфа α* от любого предыдущего подграфа. В результате мы получим 

граф, представленный на рис. 7. 

α*

<A1, B1, C1> <A2, B2, C2>

α*

<A3, B3, C3>

α*

<A4, B4, C4> <A5, B5, C5> <A6, B6, C6> <A7, B7, C7>

α*

<AN, BN, CN><AN-1, BN-1, CN-1> <0, 0, 0>

<0, α2,2, α2,4> <α4,2, α4,4, α4,6> <αN,N-2, αN,N, 0><α6,4, α6,6, α6,8>
 

Рис. 7. Первая ступень преобразованного графа 

Таким образом формируются коэффициенты новой матрицы, которая в два 

раза меньше исходной. Далее мы производим аналогичные преобразования уже 

над коэффициентами из этой матрицы и т.д. Все вычисления могут быть произве-

дены независимо от предыдущих вычислений на этом же ярусе, следовательно, 

можно перейти к пирамидальной структуре. Итоговый граф представлен на рис. 8. 

α* α* α* α*

α* α* α*

α*

α10

α*

α4 α8

α*

α*

αN

αN
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α12

<A1, B1, C1> <A2, B2, C2> <A3, B3, C3> <A4, B4, C4> <A5, B5, C5> <A6, B6, C6> <A7, B7, C7> <A8, B8, C8> <A9, B9, C9> <AN-1, BN-1, CN-1> <AN, BN, CN> <0, 0, 0>

<0, α2,2, α2,4> <α4,2, α4,4, α4,6> <αN,N-2, αN,N, 0><α6,4, α6,6, α6,8> <α8,6, α8,8, α8,10> <αN-2,N-4, αN-2,N-2, αN-2,N>

 
Рис. 8. Граф после преобразования 

В итоге мы получим граф прямого хода решения СЛАУ, имеющий пирами-

дальную структуру. Граф, состоящий из подграфов α*, имеющий пирамидальную 

структуру и представленный на рис. 9, с точностью до входных вершин соответст-



Раздел III. Обработка информации в распределенных, реконфигурируемых и нейросетевых системах 

 183 

вует графу циклической редукции. Метод циклической редукции заключается в 

исключении из уравнений неизвестных, как и в методе прогонки, однако в ней 

исключение ведут одновременно по всей СЛАУ [2]. 

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α*

α* α*

α*

α*

<A1, B1, C1>

<A2, B2, C2>

<A3, B3, C3>

<A4, B4, C4>

<A5, B5, C5>

<A6, B6, C6>

<A7, B7, C7>

<A8, B8, C8>

<A9, B9, C9>

<A10, B10, C10>

<A11, B11, C11>

<A12, B12, C12>

<A13, B13, C13>

<A14, B14, C14>

<A15, B15, C15>

<A16, B16, C16>

<0, 0, 0>

<0, 0, 0>

<0, 0, 0>

<0, 0, 0>

 
Рис. 9. Пример структуры графа, состоящего из подграфов α* 

Время выполнения всех операций в таком графе будет равно 

                  . 

Таким образом, в случае, если нам хватает оборудования для реализации всех 

операционных вершин прямого хода решения СЛАУ методом циклической редук-

ции, мы получим ускорение решения примерно в 
 

       
 раз. 

В случае же, если имеющегося оборудования недостаточно для реализации 

всего графа, нам придётся преобразовать граф для конвейерных вычислений. Для 

этого мы должны будем выделить одинаковые пирамидальные подграфы, содер-

жащие R подграфов α*, где R – доступный нам вычислительный ресурс. Эти пира-

мидальные подграфы должны охватывать весь массив входных информационных 

вершин, что приведёт к частичному перекрытию подграфов.  

Затем мы переходим от информационного графа к вычислительной структу-

ре. Пирамидальному подграфу, выделенному выше, соответствует пирамидальная 

структура из блоков, соответствующих подграфу α*, а после этой структуры раз-

мещается вычислительный блок, соответствующий подграфу α
k
, охваченный об-

ратной связью. Для достижения плотного потока необходимо, чтобы k (степень 

автоподстановки подграфа α
k
) равнялось латентности блока, соответствующего 

подграфу α
2
. В результате на выходе пирамидального вычислительного блока мы 

получаем последовательность наборов коэффициентов <0, αh,h, αh,2h>, <α2h,h, α2h,2h, 

α2h,3h>, …, <αN-h,N-2h, αN-h,N-h, αN-h,N>, <αN,N-h, αN,N, 0>, над которыми затем выполняет-

ся макрооперация α (прогонка). h = 2
p
, где           . В результате мы получим 

массив коэффициентов B’n*h, где n целое. 
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Особенностью как метода прогонки, так и метода циклической редукции явля-

ется то, что невозможно перейти к вычислениям обратного хода не вычислив все 

коэффициенты B’ и F’ во время прямого хода. В случае, если нам хватает ресурса 

для реализации всей вычислительной структуры, это не создаёт неудобств. Однако в 

обратном случае эта особенность приводит к тому, что в вычислениях возникает 

разрыв – часть вычислительной структуры, отвечающая за обратный ход будет про-

стаивать, ожидая, пока закончатся все вычисления прямого хода. Результат этих вы-

числений сохраняется в блок ОЗУ, откуда затем будут поданы на обратный ход. 

Время выполнения всех операций прямого хода в этом случае составит 

              
  

 
                       , 

r – количество одновременно подаваемых строк,   
   

 
 

              
                  , 

m – количество слоёв, которые возможно реализовать на имеющемся оборудова-

нии одновременно. 

Вычисление свободного члена F’ осуществляется на этой же вычислительной 

схеме, поэтому не требует дополнительных временных затрат, но требует дополни-

тельных затрат оборудования. На рис. 10 представлен подграф α* с указанием вход-

ных информационных вершин, включающий в себя вычисления свободного члена F’. 

α* %

х

+

%

х

+

хх

%

Bn-1-An

AnBn-1 Cn Bn+1

<An, Bn, Cn, Fn>

<An-1, Bn-1, Cn-1, Fn-1>

<An+1, Bn+1, Cn+1, Fn+1>

<A’n, B’n, C’n, F’n>

 

Рис. 10. Подграф α* 

Теперь рассмотрим обратный ход. Пример информационного графа обратно-

го хода циклической редукции показан на рис. 11,а. 
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-Cn

 
в 

Рис. 11. Пример графа обратного хода (а) и подграфы β (б) и β* (в) 

Результаты вычислений прямого хода, которые мы сохранили в ОЗУ, теперь 

подаются на вход структуры обратного хода, где они сначала обрабатываются в 

блоке β, охваченном обратной связью, а затем подаются на пирамидальную структу-

ру, включающую в себя блоки β и β* (рис. 12). В результате на выходе мы получаем 

результаты <x1, x2, … xr>, <xr+1, xr+2, … x2r> и т.д. вплоть до <xN-r+1, xN-r+2, … xN>. 

Время выполнения                    
 

  
        

α*
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Рис. 12. Пример графа, включающего прямой и обратный ход 

Поскольку для того, чтобы начать вычисления в обратном ходе, нам необхо-

димо полное завершение вычислений прямого хода, следует перейти от двух спе-

циализированных типов вычислительных блоков (α и β) к одному универсальному 

α/β, и построить на его основе универсальную вычислительную структуру, которая 

будет последовательно осуществлять вычисления сначала прямого хода, а затем 

обратного хода. Сигналы на входы универсальных блоков будут подаваться через 

мультиплексоры, управляемые в зависимости от того, прямой или обратный ход 

вычисляется в данный момент. Вид универсального вычислительного блока α/β 

приведён на рис. 13,а. Пример вычислительной структуры на основе универсаль-

ных блоков приведён на рис. 13,б. 
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Рис. 13. Универсальный вычислительный блок α/β (а) и пример вычислительной 
структуры на его основе (б) 

Время выполнения всех операций в такой структуре составит 

                                  
  

   
      

Заключение. Применение описанных методов позволяет добиться значи-
тельного ускорения решения СЛАУ методом прогонки. Для произвольно выбран-

ного случая                                 ускорение составит  

около пяти тысяч раз. Использование универсальной вычислительной структуры 
приводит к повышению удельной производительности вычислительной системы. 
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